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Presentacion

iBienvenidos al Universo del Cambio!

En el mundo que habitamos, todo esta en constante transformacion: el crecimiento
de un arbol, la velocidad de un auto, la economia de un pais. Comprender estas
dinamicas no es solo una habilidad matematica; es una herramienta vital para
interpretar y actuar en nuestra realidad. Este Taller de Pensamiento Variacional | te
invita a un viaje extraordinario, donde el cdlculo se revela no como un compendio de
férmulas, sino como un lenguaje universal para describir y predecir el cambio.

Este no es un curso de trazos y medidas; es un espacio para agudizar tu mente,
desarrollar tu intuicién y potenciar tu capacidad de resolucién de problemas.

Tus Habilidades en el Centro del Aprendizaje

A lo largo de esta UAC, te convertirds en el protagonista de tu propio aprendizaje,
desarrollando competencias clave que te preparardn para cualquier desafio
profesional y personal. Nos enfocaremos en cuatro pilares fundamentales:

e 1. Habilidad Procedimental: Desarrollardas una destreza sélida para ejecutar
calculos y algoritmos, utilizando el lenguaje funcional y algebraico con
maestria. La meta no es la simple memorizacién, sino la comprension
profunda que te permite validar y justificar cada paso.

e 2. Intuiciéon y Razonamiento: Aqui entrenaremos esa chispa de la creatividad.
Aprenderds a observar fendmenos, formular conjeturas y, con rigor, a
formalizarlas matemdticamente. iDesarrollards tu capacidad para el
descubrimiento!

e 3. Soluciéon de Problemas y Modelacidn: Las matematicas dejan de ser
abstractas y se vuelven herramientas concretas. Aprenderds a seleccionar y
construir modelos matematicos que te permitan explicar y anticipar el
comportamiento de fendmenos en diversas areas, desde las ciencias hasta la
ingenieria.

/////z,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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e 4. Interaccidon y Lenguaje Matematico: La comunicacién es clave. Dominaras
el lenguaje matemdtico para expresar tus ideas con claridad y precisidn,
colaborando con tus compaferos para construir un conocimiento mas robusto
y argumentado.
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Tu Guia y Herramienta Indispensable
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Esta guia pedagdgica es tu mapa. En ella, encontrards una estructura clara con
progresiones de aprendizaje cuidadosamente diseifiadas por expertos en la materia.
Las actividades prdacticas te permitiran aplicar de inmediato tus conocimientos,
consolidando tu comprensién.

G
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El “Taller de Pensamiento Variacional I” representa una valiosa oportunidad para
que desarrolles habilidades esenciales para tu futura carrera universitaria. Es un

componente que fortalece tu formacidén y te prepara para pensar como un cientifico,
un ingeniero o un arquitecto que, con el lenguaje de la variacién, puede dar forma a
un futuro mas innovador.

Agradezco su compromiso y dedicacidn. jEstoy seguro de que juntos, alcanzaran
resultados extraordinarios!

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Fundamentacion
Un Puente entre la Realidad y las Politicas Educativas
Estimados estudiantes

La transformacion educativa en México, impulsada por el Nuevo Modelo Educativo para la
Educacion Obligatoria, exige una reorientaciéon de nuestros programas de estudio. Afirmamos que
esta actualizacién no es solo un cambio administrativo, sino una oportunidad para alinear nuestra
ensefianza con las necesidades de un México en constante desarrollo. La Fundacion de esta UAC,
enmarcada en el actual desarrollo econémico, politico, social, tecnolégico y cultural del pais,
atiende a esta llamada, al enfocarse en habilidades que preparan a los estudiantes para ser
ciudadanos criticos y profesionales competentes.

Mas Alla de la Competencia: La Integracién Holistica del Aprendizaje ©f

La fundamentacion de este taller es robusta y coherente, al ir mas alld del enfoque tradicional
basado en competencias. Se integra de manera orgdnica a los aprendizajes clave y los contenidos
especificos que atienden a un modelo educativo mas integral. Esto significa que nuestro programa
no solo busca que los estudiantes sean "buenos" en matematicas, sino que desarrollen un
pensamiento variacional que les permita:

e Aplicar conocimientos matematicos en contextos reales y complejos.
e Conectar ideas de distintas disciplinas para resolver problemas multidisciplinares.

e Desarrollar habilidades cognitivas superiores como el andlisis, la sintesis y la evaluacién.

Habilidades Socioemocionales y Temas Transversales: El Eje de la Formacién Integral @

Desde la perspectiva de la neurodidactica, sabemos que el aprendizaje no es puramente cognitivo;
las emociones y las interacciones sociales juegan un papel crucial. Por ello, este programa hace un
énfasis particular en el desarrollo de habilidades socioemocionales. A través del trabajo
colaborativo, la argumentacidn de ideas y la resolucién de problemas en equipo, los estudiantes
aprenderan a:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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e Gestionar sus emociones frente a la frustracidon de un problema complejo.

r——
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e Comunicar sus ideas con claridad y respeto.

S
At

e Cultivar la perseverancia y la resiliencia, cualidades indispensables para cualquier éxito
académico o profesional.

), &7
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Asimismo, al abordar temas transversales, esta UAC se conecta con la realidad social y cultural de

P
(g

México, permitiendo a los estudiantes entender la relevancia de las matematicas en temas como la
sostenibilidad, la equidad o el uso responsable de la tecnologia.
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Justificacion

La creacién de la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) de "Taller de Pensamiento Variacional I"
es una respuesta visionaria a las demandas educativas y sociales del siglo XXI. Se justifica por una
necesidad imperante: la de trascender el modelo de enseianza de las matematicas centrado en la

repeticion de algoritmos, para enfocarnos en la formacién de un pensamiento critico y adaptable.

Esta UAC se fundamenta en la premisa de que el mundo moderno —con sus dinamicas econdmicas,
avances tecnoldgicos y desafios sociales— se rige por el cambio y la variacién. Por lo tanto, el
pensamiento variacional no es un tema mas del curriculo, sino una habilidad fundamental para que
los estudiantes de Educacién Media Superior puedan comprender, modelar y resolver problemas
complejos en cualquier disciplina. El programa de estudios, al centrarse en los conceptos
fundamentales del calculo, dota a los estudiantes de un lenguaje y un conjunto de herramientas
intelectuales indispensables para su desarrollo académico y profesional, prepardandolos para
estudios superiores en ciencias, ingenieria, economia o cualquier campo que requiera analisis de

sistemas dinamicos.

La guia de aprendizaje de esta UAC no es solo un compendio de ejercicios, sino una herramienta
pedagdgica cuidadosamente diseifiada para potenciar el proceso de aprendizaje desde un enfoque
neurodidactico. Su estructura y contenidos se justifican en la necesidad de crear un entorno de

aprendizaje activo y significativo.

La guia se organiza en torno a los cuatro pilares del pensamiento variacional definidos en el

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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programa de estudios:

SE

1. Lo Procedural: A través de actividades guiadas, la guia facilita el desarrollo de la destreza

para ejecutar cdlculos, pero con un énfasis en la comprension conceptual. El objetivo es que

\
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el estudiante no solo sepa "cOmo" resolver un problema, sino que entienda el "por qué"

N -
&

detrds de cada procedimiento.

), &7
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2. Intuicion y Razonamiento: La guia promueve la observacién y la formulacion de conjeturas

—
£/

mediante problemas que estimulan la creatividad y el pensamiento lateral. De esta manera,

el estudiante pasa de ser un receptor a un explorador de las matematicas, desarrollando la

intuicién que es la base de todo descubrimiento.
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3. Solucién de Problemas y Modelacidn: Los ejercicios propuestos en la guia estan disefiados

para conectar los conceptos matematicos con escenarios del mundo real. Esto permite a los
estudiantes aplicar sus conocimientos para construir modelos que explican fenémenos,

reforzando la relevancia de las matematicas en su vida cotidiana.

4. Interaccion y Lenguaje Matematico: La guia incluye actividades que fomentan el trabajo
colaborativo y la comunicacién. Esto es crucial, ya que al socializar sus ideas, los estudiantes
aprenden a argumentar y a utilizar el lenguaje matemadtico con rigor, fortaleciendo sus

habilidades de pensamiento y expresién.
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Enfoque

Un Cambio de Paradigma: Del Algoritmo al Pensamiento Critico

El enfoque de este Taller de Pensamiento Variacional | se aparta del modelo tradicional de "la clase
de matematicas" para abrazar un paradigma centrado en el pensamiento. Nuestro principal
objetivo no es simplemente ensefar a los estudiantes a resolver ecuaciones o a calcular derivadas,
sino a pensar de manera variacional: a percibir, interpretar y modelar el cambio en un mundo
dinamico.

Este enfoque se basa en la neurodidactica, reconociendo que el cerebro aprende de manera mas
efectiva cuando la informacion se conecta con la realidad y se construye activamente. Por ello, la

UAC promueve un aprendizaje profundo y significativo, superando la memorizacién de férmulas para

generar una verdadera comprension conceptual y una habilidad de razonamiento.
Los Cuatro Pilares del Enfoque Pedagogico

El programa de estudios de este taller estd meticulosamente disefiado sobre cuatro pilares
interconectados que, desde mi experiencia, son fundamentales para una formacién matematica

integral. Cada uno de estos elementos tiene una intencionalidad pedagdgica clara:

1. Enfoque en Lo Procedural: La Agilidad al Servicio de la Comprensién @ No se trata de la
repeticion mecanica, sino de la ejecucidn consciente de algoritmos. Desarrollamos la

habilidad procedural como una herramienta para validar ideas y resolver problemas

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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complejos, asegurando que cada paso tenga un significado. El dominio de herramientas
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aritméticas, algebraicas y funcionales es el cimiento sobre el cual se construye el
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pensamiento superior.
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2. Enfoque en la Intuicion y el Razonamiento: El Motor de la Creatividad Este taller valora

S
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la intuicidn como el punto de partida de todo descubrimiento. El enfoque pedagdgico
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incentiva a los estudiantes a observar fendmenos, formular conjeturas y luego, con rigor,

formalizar sus ideas. De esta manera, el estudiante se apropia del proceso de creacién

P
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matematica, fortaleciendo su capacidad para pensar de forma abstracta y logica.

16—,
L G!

3. Enfoque en la Solucion de Problemas y la Modelacién: Conectando la Matematica con el

\&
&

Mundo @ Aqui, la UAC toma su mayor relevancia. El enfoque de este taller es utilizar la

(&
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matematica como una herramienta para la accion. A través de la resolucién de problemas
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contextualizados, los estudiantes aprenden a seleccionar, construir y aplicar modelos
matematicos para explicar, predecir y tomar decisiones sobre fendmenos de su entorno.

Esto convierte la matematica en un lenguaje funcional y aplicable.

4. Enfoque en la Interaccion y el Lenguaje Matematico: La Socializacion del Conocimiento $:
El aprendizaje no es un acto solitario. Por ello, el enfoque de este taller fomenta la
interaccion y el didlogo. El estudiante es guiado para utilizar un lenguaje matematico claro
y preciso, tanto de forma escrita como verbal, para comunicar sus ideas, argumentar sus
posturas y colaborar con sus compafieros. Esta socializacidn de los conocimientos fortalece
la seguridad, el pensamiento critico y la capacidad de construir conocimiento de forma

colectiva.
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Ubicacion de la Formacion

La Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) "Taller de Pensamiento Variacional I" se ubica dentro del
programa de estudios de la Educacién Media Superior (EMS) en México, especificamente en el
Bachillerato General, bajo el componente denominado "Formaciéon Fundamental Extendido". Esta
UAC corresponde al quinto semestre y tiene asignados 6 créditos, con una carga semanal de 3 horas

de mediacién docente.

En el marco del Modelo Educativo del Marco Curricular Comun de la Educacién Media Superior
(MCCEMS), el "Taller de Pensamiento Variacional I" forma parte del Recurso Sociocognitivo del
Pensamiento Matematico. Su funcion es dotar al estudiantado de herramientas conceptuales y
cognitivas para el desarrollo del pensamiento matematico avanzado, centrado en el analisis de Ia

variacion y el calculo diferencial.

Dentro del curriculo de la EMS, esta UAC esta alineada con las metas de formar una ciudadania
reflexiva y capaz de resolver problemas complejos a través del pensamiento matematico vy la
modelacién de situaciones reales. Su caracter transversal le permite integrarse con otras areas de
conocimiento, recursos sociocognitivos como Lenguaje y Comunicacién, asi como con recursos

socioemocionales, promoviendo una formacién integral.

En cuanto a su ubicacidn en relacidn con otros programas SEMS, el Taller de Pensamiento Variacional
| mantiene vinculos con las unidades curriculares de Pensamiento Matematico I, Il y Ill, y con Temas

Selectos de Matematicas |, entre otras. Forma parte del componente fundamental extendido y

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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contribuye a preparar al estudiante para estudios superiores y actividades
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Mapa de la Formacion

Contexto general y ubicacion
e Semestre: Quinto semestre de Bachillerato General.
e Componente: Formacidon Fundamental Extendido (optativo).
e Créditos: 6 créditos.
e Horas de mediacién docente: Semana 3 horas, total semestral 48 horas.

e Esta UAC forma parte del Recurso Sociocognitivo de Pensamiento Matematico en el Modelo

Educativo del Marco Curricular Comun de la Educacién Media Superior (MCCEMS).
Propésito formativo

e Desarrollar el pensamiento variacional como una herramienta matematica avanzada para el
analisis, reflexion e interpretacion de problemas cientificos, tecnoldgicos y de la vida

cotidiana.

e Potenciar capacidades de comunicacién matemadtica, lenguaje formal y natural,

pensamiento intuitivo y formal, visualizacidén e imaginacion matematica.

e Fomentar el procesamiento y modelacidn de fendmenos relacionados con la variacion,

limites y calculo diferencial .
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e Preparar al estudiante para resolver problemas reales mediante técnicas matematicas y
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recursos tecnoldgicos.
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Clave de competencias y aprendizajes
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e Aplicar técnicas aritméticas, algebraicas y funcionales para plantear y resolver problemas.
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e Comprender formalmente el concepto de limite y sus teoremas para la resoluciéon de

problemas.
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e Usar la derivada como razén de cambio, entendiendo su base en limites.

e Desarrollar habilidades en comunicacién matematica escrita, simbdlica y verbal.
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e Adoptar procesos de razonamiento matematico: observacion, conjetura, argumentacion y

validacion.
e Modelary proponer soluciones tanto a problemas tedricos como practicos.
Ejes y categorias del aprendizaje
e Categoria Procesal: Ejecuciéon automatizada de algoritmos y procedimientos.
e Subcategorias: Elementos aritméticos-algebraicos, geométricos y variacionales.

e Interaccion y lenguaje matemadtico: Precision en la expresién y comunicacién de ideas

matematicas.

e Progresiones: De la ejecucién de calculos y algoritmos basicos a andlisis formal y aplicacién

de limites y derivadas en problemas contextualizados.
Integracidn transversal

e Vinculacién con otras UAC de pensamiento matematico (I, II, IllI), dibujo técnico,

probabilidad, estadistica.

e Conexidn con areas de conocimiento como ciencias naturales, tecnologia, humanidades y

ciencias sociales para el aprendizaje integral.

e Uso de Tecnologias de la Informacién y Comunicaciéon (TIC) para facilitar la modelacién y

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

solucién de problemas matematicos.
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Estructura curricular y formativa
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e El programa incorpora una metodologia activa con actividades para aplicar conocimientos y

r——
\é

W\
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e Evaluacién formativa orientada a valorar procesos matemadticos, razonamiento vy
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comunicacion.
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Progresiones y Temario

Las Progresiones de Aprendizaje son unidades didacticas innovadoras y flexibles para la descripcion

gl:F:A: /////t/ (B .r.r.- /(/' / /./4‘\‘\\\

secuencial de los aprendizajes asociados a la comprension y solucion de necesidades vy

problematicas personales y/o sociales (DOF, 09/08/23).

Progresion 1: Aplica técnicas aritméticas, e Leyes de los exponentes
algebraicas y operaciones funcionales a través del e Factorizacién
planteamiento de problematicas de las ciencias, e Productos Notables

para realizar procesos segun lo requiera y adecuar e Fracciones Algebraicas

la expresidn matematica de manera que el e Evaluacién de funciones
estudiantado analice, compruebe e interprete sus e Operaciones con funciones
hallazgos y resultados. e Raices de funciones

Progresion 2: Analiza de manera formal el e Definicidon de limites
concepto de limite, profundizando en el calculo de e Teoremas de limites
limites de funciones mediante sus teoremas para
dar solucion a problematicas contextualizadas de
las ciencias utilizando métodos analiticos y/o

recursos tecnoldgicos.
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Progresion 3: Analiza la definicion formal de e Definicién de derivada : regla de los ‘Ju\'
derivada a partir del planteamiento de una cuatro pasos, recta tangente, recta \%\\
situacién-problema significativa para el secante, interpretacion geométrica é
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estudiantado que evidencie la variacién de una
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recta secante a la recta tangente, con la cual se

N

puedan obtener las reglas de derivacion para ! "_\

T\

calcular derivadas de funciones, empleando en ﬁ'q“
|

caso de ser necesario recursos tecnoldgicos. .:5?

5.

Progresion 4: Emplea la regla del producto, la regla e Formulas basicas ;\f)d

» W)

del cociente y la regla de la cadena en situaciones- \\
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problema provenientes de recursos sociocognitivos e Formulas de derivadas: producto,

y/o éreas del conocimiento, en donde la funcién que cociente y regla de la cadena
describe el fenédmeno de estudio requiere el uso de

una de estas reglas.

Progresion 5: Analiza el Teorema de valor medio y e Teorema del valor medio
Teorema de Rolle, asi como su utilidad en el e Teorema de Rolle

planteamiento y solucién a problemas de la vida
cotidiana o del entorno que le rodea de manera que
el estudiantado analice, compruebe e interprete sus

hallazgos y resultados.

Progresion 6: Aplica procedimientos algoritmicos e Derivacion implicita
para derivar funciones implicitas y de orden e Derivadas de orden superior
superior, asi como el uso de estas Ultimas para e Regla de 'Hopital

resolver limites indeterminados utilizando la regla
de L'Hopital aplicando estas herramientas en la

solucidon de problemas de las ciencias.
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Progresion 7: Aplica y/o construye modelos para e Modelacion matematica
encontrar la solucién de situaciones-problema de su e Uso de software (GeoGebra,
contexto, usando la derivada como una herramienta Wodlfram Alfa, Excel)
gue le permite interpretar y explicar fendmenos de e Aplicaciones de la derivada HQ\)
\t‘."
variacion estudiados por las ciencias considerando (optimizacion, maximos, minimos, ?\L‘n
U \
\
herramientas analiticas y/o tecnoldgicas en la puntos de inflexion) “\\
modelacién. "’
—
5y
.z ) . . . P \J
Progresion 8: Construye modelos matematicos, e Diferencial (concepto intuitivo, 2™y,
NN
identificando las variables que se relacionan entre notacién e interpretacion) %
si, obteniendo de manera intuitiva la diferencial e Aplicaciones de la diferencial N
v .
. f . . . "
como una herramienta para darle solucion a (aproximaciones, célculo de errores, u?“
problemas de las ciencias que le permita obtener estimaciones) \ ?
. L . I
informacion y analizar los resultados para latoma de {\5
R )4
W
decisiones. 3\)‘
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Propdsito de la UAC

Buscar que el estudiantado observe, analice, modele, resuelva e interprete problemas reales y de su
comunidad, usando la derivada como razén de cambio a partir de su entendimiento como un limite,
ademas de usar Teoremas propios del calculo diferencial, valorando y adaptando la aplicacidon de
procesos de razonamiento matematico que le permitan relacionar la informacion y obtener
conclusiones para elaborar algoritmos que anticipen, predigan o validen la soluciéon de problemas

propios de las ciencias y de su entorno.
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Conoce tu Guia Didactica (Simbologia)

Descripcion

Lectura: Indica que el estudiante deberda realizar la lectura
correspondiente a los conocimientos basicos del Programa de Estudio.
Esta lectura proporciona los fundamentos tedricos esenciales para el
desarrollo del submddulo.

Material audio visual: Representa recursos audiovisuales
complementarios que refuerzan los contenidos basicos del Programa de
Estudio. Se sugiere visualizar el material a través de un video,
generalmente indicado con un cédigo QR proporcionado por el docente.

Actividad: Seccién destinada a una actividad tedrica o escrita que
permite al estudiante aplicar, reflexionar o consolidar los aprendizajes
esperados del Programa de Estudio. Su producto puede ser utilizado
como parte de la evaluacidn formativa.

Practica: Momento para realizar una actividad practica guiada que
vincula la teoria con la practica. Permite aplicar los conocimientos
adquiridos y suele acompafarse del instrumento de evaluacién o
reporte de practicas correspondiente.

Docente explica: Espacio sugerido para que el docente profundice,
ejemplifiqgue o adapte los conocimientos del Programa de Estudio al
contexto de su grupo o comunidad educativa.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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EVIDENCIA
SIGA Actividad SIGA: Indica la actividad o producto que debe ser registrado
en la plataforma SIGA como evidencia obligatoria del avance del
estudiante. La palabra “EVIDENCIA” debe aparecer resaltada.
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Evaluaciéon Diagndstica: Actividad inicial del submédulo que permite
identificar los conocimientos previos del estudiante. Sus resultados
orientan la planeacion didactica y las estrategias de acompafiamiento.
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Descripcion

Instrumento de evaluacién: Documento que establece los criterios,
niveles de desempefio y ponderaciones que se utilizardn para evaluar el
producto esperado. Puede presentarse como rubrica, lista de cotejo u
otro formato adecuado.

Encuadre: Presenta el esquema de evaluacion del submddulo,
sefialando los porcentajes asignados a cada tipo de actividad o
evidencia, asi como acuerdos generales entre docente y estudiantes.

Dosificaciéon: Calendario que muestra la distribucion de los
conocimientos del Programa de Estudio a lo largo del semestre. Incluye
fechas, temas y actividades a desarrollar.

PAEC: Proyecto Aula-Escuela-Comunidad, una estrategia de innovacion
educativa que vincula el aprendizaje con el entorno social. Aqui se
trabajan productos integradores o actividades comunitarias.

Estudio independiente: Actividad disefiada para que el estudiante
trabaje de manera auténoma. Refuerza contenidos, promueve la
autoevaluacion y fomenta hébitos de estudio fuera del aula.
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Conflicto Cognitivo: Presenta una situacion problema, caso o pregunta
retadora que genera duda o sorpresa, motivando al estudiante a
cuestionar sus ideas previas y activar su pensamiento critico.

SE

=
=

€
&

<

cJ

\

Audio o Podcast: Recurso auditivo que complementa el contenido.
Puede incluir entrevistas, narraciones, explicaciones o reflexiones, y esta
disefiado para fomentar la comprension auditiva y la autonomia del
estudiante.
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Tarea (Extramuros): Actividad que se desarrolla fuera del horario
escolar, en casa o en el entorno del estudiante. Refuerza lo aprendido en
clase y promueve la vinculacion del conocimiento con la vida cotidiana.
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icono Descripcion

Material Didactico: Recursos fisicos o digitales sugeridos para apoyar la
comprension de los contenidos. Pueden ser hojas de trabajo, objetos
manipulables, apps o sitios web, entre otros.

Actividad ludica: Propuesta de aprendizaje basada en el juego, disefiada
para fomentar la participacion, la creatividad y la comprensién de los
contenidos de forma dindmica y significativa; empleando gamificacion o
ludificacidn.

Retroalimentacion: Momento para que el docente brinde comentarios
constructivos sobre el desempefio del estudiante, con el fin de fortalecer
su proceso de aprendizaje y orientar mejoras.

Reforzamiento: Actividades propuestas para repasar, practicar o ampliar
los contenidos que el estudiante no ha dominado aun. Incluye
actividades adicionales o adaptadas para facilitar su comprension. Se
desarrolla durante las “SEMANAS DE REFORZAMIENTO”.

éQuién era?: Espacio destinado a presentar la vida y obra de personajes
histéricos y de aportacidn relevante y relacionada con el contenido de la
UAC. Favorece la conciencia histdrica.
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Recordatorio: Nota breve que resalta informacién importante, fechas
clave o instrucciones especificas que el estudiante debe tener presentes
durante su trabajo.
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Importante: Indicacién destacada de un contenido, concepto o dato que
requiere especial atencion por su relevancia en la comprensidn general
del tema.
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COBA-nota: Espacio dedicado a compartir noticias, curiosidades, casos
reales o experiencias significativas relacionadas con el contenido,
vinculando el aprendizaje con la actualidad.
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El encuadre queda en acuerdo de docente y grupo, pueden quitar o agregar.

Actividad Puntuacion Porcentaje

& Evaluacion Diagnostica

) Puntualidad y Asistencia
3

=150
$IE=- | portafolio de actividades (insumos evaluables)
=4

DI
(]} | Evidencia SIGA (Situacion de aprendizaje)
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Situacion de Aprendizaje 1.

La velocidad ideal: ni tan
lento, ni tan rapido
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EVIDENCIA

Propésito de la situacion IR

)
En equipos de cinco integrantes, elaboraran un reporte (digital o fisico) que resuelva el conflicto )‘\,
" .. . . N
cognitivo planteado, utilizando las reglas de derivada del cociente, del producto y la regla de la &5

cadena, para analizar la eficiencia de combustible del triciclo con adaptacién de motor, y
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presentarlo ante el grupo para su socializacion.
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Progresiones para desarrollar la SA1

Aplica técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales a través
del planteamiento de problematicas de las ciencias, para realizar procesos
el lo Bl sesun lo requiera y adecuar la expresion matematica de manera que el

estudiantado analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

Analiza de manera formal el concepto de limite, profundizando en el
calculo de limites de funciones mediante sus teoremas, para dar solucion a
itetc 123l P} Problematicas contextualizadas de las ciencias utilizando métodos

analiticos y/o recursos tecnolégicos.

Analiza la definicién formal de derivada a partir del planteamiento de una
situacidn-problema significativa para el estudiantado que evidencie la

variacién de una recta secante a la recta tangente, con la cual se puedan
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PROGRESION 3

obtener las reglas de derivacién para calcular derivadas de funciones,

L
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empleando en caso de ser necesario recursos tecnolégicos.
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PROGRESION 4
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Emplea la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena en

7
G

=,

situaciones-problema provenientes de recursos sociocognitivos y/o areas

P
C

-c:
=7y

del conocimiento, en donde la funcidon que describe el fendmeno de

estudio requiere el uso de una de estas reglas.
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Metas de Aprendizajes

e C1ML. Ejecuta calculos y algoritmos para resolver problemas matematicos de ciencia y de

su entorno.

e C1M3. Comprueba los procedimientos usados en la resolucién de problemas utilizando

diversos métodos, empleando recursos tecnolégicos o la interaccidn con sus pares.

e (C2M1. Observa y obtiene informacién de una situacion o fendmeno para establecer

estrategias o formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

e (C3ML. Selecciona un modelo matematico por la pertinencia de sus variables y relaciones
para explicar una situacién, fendmeno o resolver un problema tanto teérico como de su

contexto.

e (C3M3. Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje matematico para la solucién de problemas
propios del pensamiento matematico, de areas de conocimiento, recursos sociocognitivos,

recursos socioemocionales y de su entorno.

e CAM1. Describe situaciones o fendmenos empleando rigurosamente el lenguaje

matematico y el lenguaje natural.
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Subcategorias

(Conocimientos Procedimental (Componentes Porcentaje
de areas sugeridas) (Dimensiones)

€= /4N

COBATAB

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

Conceptual Actitudinal

integradores)

DENZ SRR=ErRIERZ

Progresion 1

Aplica las leyes de los

e Leyes de los exponentes en el
Exponentes desarrollo de e Muestra disciplina al
e Productos Notables productos notables vy aplicar
e Factorizacion factorizacion de procedimientos.
e Funciones (Evaluacion expresiones e Valora el wuso vy
y Operaciones con algebraicas. aplicacion del dlgebra

Progresion 2

concepto de Limite de
una funcién y lo

Funciones) Resuelve Operaciones en problemas del
e Fracciones con funciones y calculo.
Algebraicas Fracciones
(Operaciones) Algebraicas.
Comprende el

e Reflexiona sobre la
utilidad de las

s, _ . ropiedades en
o Definicion de Limite interpreta de forma p. P .
. .- . situaciones de
de una Funcién numeérica y grafica.
.. ) . contexto real o
e Enfoque numérico y Aplica las Propiedades S
cge e hipotético.
Grafico de los limites y las .
. s . e Participa con
e Propiedades de los utiliza en resolucion de . .
.. disposicion en el
Limites problemas de e . .
andlisis de situaciones
contexto real o] .
o contextualizadas.
hipotético.

Progresion 3
e Definicion de derivada
(regla de los cuatro
pasos, recta tangente,
recta secante,
interpretacion
geométrica)

Regal de los cuatro
pasos

Recta tangente

Recta secante

¢ Manifiesta perseverancia
ante problemas complejos.

¢ Reconoce el valor del analisis
detallado y estructurado.

Progresion 4

derivadas (producto,
cociente y regla de la
cadena)

potencia y reglade la
cadena

eParticipa colaborativamente
para resolver problemas.

SR

ErEBWRIMICE

LY.
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e Férmulas basicas de , ¢ Participa activamente en la =
L Uso de férmulas de . - - \.
derivacion. : estimacion y evaluacion de 4

i cociente, producto, >

e Formulas de resultados. v
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OBl Situacion de Aprendizaje

(m]

“La velocidad ideal: ni tan lento, ni tan rapido”

Problema del contexto

En muchas comunidades del estado de Tabasco, los triciclos adaptados con motor son un medio de

transporte esencial para el traslado de personas, mercancias o incluso como herramienta de trabajo.

Los duefos de estos triciclos con motor, en
su mayoria son ellos mismos quienes
realizan la adaptaciéon del motor,
desconociendo aspectos importantes 4
como la velocidad éptima para maximizar
el rendimiento del combustible, si los !

frenos originales pueden ser suficientes al

~ . - ez =
anadir el motor, la emisién de

contaminantes y el ruido excesivo afectando el entorno.

Debido al crecimiento de este transporte, el Colegio de Bachilleres de Tabasco (COBATAB) se ha
interesado en realizar un estudio que permita conocer ¢cdémo influye la velocidad en la eficiencia del

combustible de un triciclo adaptado con motor a gasolina?, utilizando el siguiente modelo

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

matematico

{7

—0.05x

1+ 0.01x2

=

o
—
-3

E(x) =

\

Donde:

=
=

€
&

<

cJ

\

Lo km
E(x): eficiencia en —
Its

7

77/

.velocidad en —~
x.velociaad en hrs “ ,

Se ha solicitado a los estudiantes de quinto semestre la elaboracién de un reporte con el objetivo de 5‘!
. , I~
determinar la eficiencia de combustible del triciclo con adaptacion de motor. Para ello, deberan {0-

considerar lo siguiente:
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1. Construye un modelo fisico o maqueta de un triciclo adaptado, para comprender cémo la

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

velocidad afecta el rendimiento del combustible. Realiza experimentos o simulaciones

sencillas para observar el comportamiento del triciclo.

2. Obtener la representacién grafica de la funcidn de eficiencia de combustible en funcién de
la velocidad, identifica visualmente el intervalo de mayor eficiencia y analiza el

comportamiento de la curva utilizando herramientas como GeoGebra.

3. Aplica las reglas de derivacion (producto, cociente y cadena) para obtener la funcién
derivada de eficiencia, determina analiticamente el valor de velocidad que maximiza la

eficiencia del combustible.

4. Redacta un reporte claro y coherente que explique los resultados obtenidos sobre la
velocidad Optima, presentar los resultados mediante una exposicién oral sencilla y

convincente

5. Finalmente, se llevara a cabo una sesidn de preguntas y comentarios entre los equipos, con
el fin de compartir ideas y mejorar el trabajo en conjunto, fomentando el didlogo y la

retroalimentacion constructiva.

Conflicto cognitivo

1. Representa mediante una grafica la funcion matematica del modelo de la eficiencia de

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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combustible, éEn qué intervalo la velocidad parece que la eficiencia es mayor?

SE

2. ¢Cémo se comporta la eficiencia del combustible del triciclo, si el conductor mantiene una

velocidad de 4, 6, 8 y 10 km/h?

r——
\é

W\

3. ¢éCoémo podemos saber a qué velocidad el vehiculo consume menos gasolina por kildémetro?,

€
\&

<

cJ

¢A qué velocidad del triciclo se da la mayor eficiencia de combustible y cual es el valor de

) &7
2%

dicha eficiencia?

P
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4. ¢Como cambia la eficiencia si aumentamos o disminuimos la velocidad?

r—"
=4,
-

5. ¢Ademas de la velocidad, qué otros aspectos importantes crees que afectan la eficiencia de

A
I-o‘.'l.\‘l'u [

,

combustible del triciclo?
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COBATAB AN C -

Instrumento de Evaluacion Situacion de Aprendizaje 1

TPV1-SA1-RUO1 Rubrica para evaluar la Situacion de Aprendizaje 1

COLEGIO DE BACHILLERES DE TABASCO PLANTEL No.
TALLER DE PENSAMIENTO VARIACIONAL |

Datos de identificacion PV1-SA1-RUO1

Situacion
“La velocidad ideal: ni tan lento, ni tan rapido” |Progresiones(1,2,3,4

didactica

En equipos de cinco integrantes, elaboraran un reporte (digital o fisico) que resuelva
Propésito de lalel conflicto cognitivo planteado, utilizando las reglas de derivada del cociente, del
situacion producto y la regla de la cadena, para analizar la eficiencia de combustible del

triciclo con adaptacién de motor, y presentarlo ante el grupo para su socializacién

CATEGORIAS/SUBCATEGORIAS

CATEGORIAS SUBCATEGORIAS

C1S1 Elementos aritméticos algebraicos

C1 Procedural C1S2 Elementos geométricos
C1S3 Elementos variacionales
C1S4 manejo de datos 3

C2S1 Capacidad para observar y conjeturar

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

C2 Procesos de intuicidn y razonamiento
C2S2 Pensamiento intuitivo

(f"
7

o)

C2S3 Pensamiento formal

2y
-3

C3S1 Uso de modelos

C3S2 Pensamiento intuitivo y construccién de modelos

r——
'\\\\é

C3 Solucién de problemas y modelacién |[C3S3  Estrategias  heuristicas y  ejecucién  de 5%
procedimientos no rutinarios \:;"
5 «
C3S4 Manejo de datos e incertidumbre '\\
’
AN
C4S1 Registro escrito, simbdlico, algebraico e v LE
C4 Interaccidn y lenguaje matematico "Q‘
iconografico e
]
5 S
v .
.\\{),-J
IV

,

LY.
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Nombre de los alumnos Grupo

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:

Evaluacion

Puntuacion [Puntuacion

CATEGORIAS Ponderacion Retroalimentacion
obtenida |maxima

C1. Procedural 4 20%

C2. Procesos|
De intuicidn v 4 20%

razonamiento Logros

C3. Soluciones
de problemasy 4 20%

modelacion

CA. Interaccion

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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% lenguaje 4 20%

matematico Aspectos

—
-3

de mejora

Actitudinal a4 20%

=
=

{1

TOTAL 30 100%
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Calificacion obtenida
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Categoria

C1. Procedural

C2. Solucion de
problemas y
modelacion

C3. Interaccion y
lenguaje
matematico

C4. Interaccion y
lenguaje
matematico

Actitudinal

DENZ SRR=ErRIERZ

TACH
BASS
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Destacado (4)

Identifica y clasifica todas
las variables y constantes
para asociarlas creando
modelos matematicos
previos completos y
exactos.

EDUCACION 6=

SECRETARIA DE EDUCACION

COBATAB

NIVEL DE PROGRESO

Competente (3) \
Identifica y clasifica varias
variables y constantes para
asociarlas creando modelos
matematicos previos
correctos.

Basico (2)
Asocia algunas variables y
constantes para crear
modelos matematicos
previos limitados en
precision.

// /I :‘.’;&lg\ C-

No presenta (1)
Asocia pocas variables y
constantes para crear
modelos matematicos previos
incorrectos.

Asocia modelos
preliminares con precision,
reconociendo la necesidad

de expresar la maxima
eficiencia en combustible y
aplica correctamente las
férmulas de derivacion.

Asocia modelos
preliminares
adecuadamente,
reconociendo la necesidad
de expresar la maxima
eficiencia en combustible y
aplica correctamente la
mayoria de las férmulas de
derivacion.

Asocia modelos
preliminares de manera
basica, de expresar la
madxima eficiencia en
combustible y aplica
correctamente algunas de
las férmulas de derivacion.

Tiene dificultades para
asociar modelos preliminares
y no comprende la necesidad

de expresar la maxima

eficiencia en combustible .
Aplica incorrectamente las
férmulas de derivacion.

Domina la aplicacion
precisa de las formulas de
derivada, evaluando en un
punto, y su interpretacion,
selecciona adecuadamente
los modelos para resolver

el conflicto cognitivo.

Aplica correctamente las
férmulas de derivada,
evaluando en un punto, y
su interpretacién y
selecciona modelos
adecuados en la mayoria de
las preguntas del conflicto
cognitivo.

Intenta aplicar los férmulas
de derivada, evaluando en
un punto, y seleccionar
modelos para resolver
algunas preguntas del
conflicto cognitivo, aunque
con algunas dificultades y
limitaciones.

Tiene varias dificultades en la
aplicacion de las formulas de
derivada y la evaluacién en
un punto y la seleccién de
modelos para resolver el
conflicto cognitivo.

Expresa correctamente la
derivada y reconoce con
precision las unidades
adecuadas en todo
momento, mostrando
comprensién completa y
habilidad técnica.

Expresa adecuadamente la
derivada en la mayoria de
los casos y reconoce las
unidades apropiadas en la
mayoria de las situaciones,
con algunos errores
ocasionales.

Expresa la derivada con
ciertas dificultades en
algunos casos,
reconociendo las unidades
correctas en algunas
situaciones, aunque con
limitaciones y posibles
errores.

Tiene dificultades para
expresar correctamente la
derivada y comprender las

unidades adecuadas para su
resultado.

Trabaja de forma
altamente colaborativa,
con explicaciones claras y
una gran disposicion al
trabajo organizado y
metddico, cumpliendo con
todos los criterios del
docente.

Trabaja de forma
colaborativa, con
explicaciones claras y una
disposicion adecuada al
trabajo organizado y
metddico, cumpliendo la
mayoria de los criterios del
docente.

Se relaciona de manera
limitada, con explicaciones
comprensibles pero algunas
imprecisiones, y una
disposicion inconsistente al
trabajo organizado,
cumpliendo solo algunos
criterios del docente.

Tiene una minima interaccién
con sus pares, presentando
explicaciones poco claras, una
disposicion limitada al trabajo
organizado, y no cumple con
la mayoria de los criterios del
docente.
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co6

Instrucciones: Subraya el inciso que corresponda a la respuesta correcta.

1.- Una potencia es una expresion que esta formada por una base y un exponente. Indica la base

y el exponente en la siguiente potencia.

/

X5
\
-

(123(3)12)2

(4x%y3)

2.- El resultado correcto de la siguiente operacién
a) 36x*y
b)
c) 8xy
d) 36x2%y

3.-El reciproco de un niimero x es % Por ejemplo, el reciproco de 2 es% = 0.5. Cuando se obtiene

el reciproco de un niimero muy muy grande, ¢Qué sucede con su valor?

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

a) También crece

(f"
I

b) Esel mismo

7%

LS

c) Tiende a cero.

—
C
P

d) Desaparece.

=
=

€
&

<

L . 1,
4.- Usando el resultado del ejercicio anterior, deduce que sucede con Zsix= 100.

\

a) También crecey su valor es 10000

cJ

7

b) Es el mismoy su valor es 100 N
c) Tiende aceroy suvalores 0.0001 : "%
¢

d) Desaparece y su valor es cero

=
r L7

5.- El resultado de desarrollar el siguiente binomio al cuadrado: (2x + 1)2 es:

7
a) 2x%2+1 53
b) 4x%+1 DS

,
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c) 4x’>+2x+1
d 4x?+4x+1

6.- Factoriza la siguiente diferencia de cuadrados: 1 — x?

a) x(1—x)
b) (1—-x)1+x)
o) (1-x)?

d (1-x)?%1+x)
7.- éCudl es el objetivo principal de la regla de los cuatro pasos en calculo diferencial?
a) Resolver ecuaciones algebraicas.
b) Encontrar la pendiente de una recta.
c) Calcular el limite de una funcion.
d) Determinar la derivada de una funcién usando su definicion.
8.- La derivada de una funcién f(x) en un punto representa:
e) Elvalor maximo de la funcion.
f) El drea bajo la curva.
g) Larazdén de cambio instantanea en ese punto.
h) La pendiente promedio entre dos puntos.
9.- Selecciona la técnica de derivacion mas adecuada para resolver:

(x* +1)e*
tanx

fx) =
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a) Sodlo regla del producto

(f"
I

b) Regla del producto y de la cadena

L
€l

—
C
P

c) Regladel producto y del cociente
d) Regla del cociente y de la cadena
10.- ¢Cudl de las siguientes funciones necesita usar la regla de la cadena para derivarse?
a) f(x)=x°
b) f(x)=Inx
c) f(x) =cos(3x)
d) f(x) =5x2
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COBATAB

Progresion 1

Aplica técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales a través del planteamiento de
problematicas de las ciencias, para realizar procesos segun lo requiera y adecuar la expresion
matematica de manera que el estudiantado analice, compruebe e interprete sus hallazgos vy

resultados

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias

CiM1. C1M1. Ejecuta calculos

y algoritmos para resolver .
S1. Elementos aritméticos
C2. Procedural

problemas matematicos algebraicos

de ciencia y de su entorno.

C4M1. Describe situaciones o

fendmenos empleando ; ;
C4. Interaccién y lenguaje | S1-S1. Registro escrito,
rigurosamente el lenguaje matematico simbélico, algebraico e
’
matematico y el lenguaje iconografico
natural.
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Definicion

Comenzamos esta lectura enunciando las leyes de los exponentes y para ello, antes recordaremos
la definicién de potencia. Una potencia es una expresion algebraica que consta de una base y un
exponente, por ejemplo, la expresiéon x2 es una potencia cuya base es la literal x y el exponente es
2. Por el momento consideraremos solo exponentes enteros positivos. El significado de una
potencia es bastante simple, significa multiplicar la base por si misma tantas veces como el

exponente lo indique:

Y asi sucesivamente.

Las potencias 0 y 1 se definen asi:
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A continuacidn, enunciaremos las tres leyes principales de los exponentes, las cuales nos permiten

(f"
I

realizar operaciones entre monomios y polinomios, resolver ecuaciones y, como veremos mas

7%

adelante, sera util en la simplificacidn de derivadas de potencias.

L=
-3

Primera Ley. Cuando se multiplican potencias de la misma base, el resultado es una potencia de la

base en cuestion y cuyo exponente es la suma de los exponentes de las potencias.
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xn xm — n+m

7
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Ejemplo: x2x3 = x2%3 = x>

ﬁV' < \\
K
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Segunda Ley. Cuando se dividen potencias de la misma base,

€=

NS = ysce=

el resultado es una potencia de la base

en cuestion y cuyo exponente es la resta de los exponentes de las potencias.

x™ m-n

X
Ejemplo:

8

x
8—4 _ .4

— =x"""=x
x4

Tercera Ley. Cuando una potencia es elevada a un exponente, el resultado es otra potencia cuya

base es la misma y el exponente es la multiplicacion de los exponentes involucrados.

(x™) = xmn

Ejemplo: (a?)3 = a®.

Potencias enteras y fraccionarias. Definimos las potencias de exponentes enteros negativos y

fraccionarios como sigue:
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donde n es un entero positivo.

Ejemplo V-
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donde m y n son enteros positivos.

2

Ejemplo: VaZ = a3 , 5\/% = x—lg =x"5
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Las tres leyes antes descritas son vélidas también para potencias enteras y fraccionarias, de hecho,

lo son para todo numero real. Se presentan a continuacidn algunos ejemplos de operaciones con

monomios.

Ejemplos de aplicacién

1. Caleular (9x3y*)(3xy?).

(9x3yMBxy?) = (9-3) - (% - x) - ¢* - ¥?).
(9x3y*)(3xy?) = 27 - x*y°©.

9x3y4
2. Calcular yz
3xy

9x3y*t

3xy?

= g x>yt T4 = 3xcy”°.
3. Calcular (9a3b4)3
(9a3h*)? = 93(a®)3 (b%)3.

(9a3b%)3 = 729a°b12,

4. Calcular 3/27x%y®

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

V27x%y6 = WWW

<

I

2

.

o
17/

LS

w
N
~
=
O
]
(o)}
Il
w
=
w
<
N}
—
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”~

=
=

€
&

x3
5. Calcular =
X

\

x3 “{‘
2 ae o
6 ~
x N
’ l“
3 4 Q»
x_zx—s N
%6
3
X
X6 %3
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Recurso audiovisual

Puedes seguir repasando estos temas para reforzar tus aprendizajes, visitando el siguiente enlace

http://objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/01/1 036/index.html o con el cédigo:

Lectura: Productos Notables.

Definicion

Una de las herramientas mas indispensables para el estudio del pensamiento variacional, son los
temas de productos notables, factorizacion y operaciones con funciones polinomiales y racionales,

asi como el andlisis de las propiedades de éstas.

Comencemos con el tema de los Productos Notables. Entendemos a los Productos Notables como

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

aquellos productos de expresiones algebraicas, cuyo resultado se puede obtener por simple

(o

inspeccién, sin necesidad de realizar el procedimiento paso a paso de la multiplicacidn. Dicho

Ty
ce

resultado se obtiene al aplicar una propiedad fundamental de los nimeros reales: La propiedad

distributiva, la cual es una de las propiedades fundamentales del dlgebra, la cual se aplica al operar

r——
\6‘/:

\

simultdaneamente con suma y multiplicacion:

€
\&

<

cJ

a- (b+c)=a-b+a-c

7

7/

(a+b)-c=a-c+b-c

- -~

[y

=
r L

En donde el signo de + significa suma y el punto - significa multiplicaciéon. Generalmente ya no se

usa el punto ni ningln otro simbolo para la multiplicacién, mientras no haya peligro de confusion, :;’;f
quedando asi ';)J
» N

,
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a(b+c)=ab+ac - primera forma

(a+b)c =ac+bc - segunda forma

De esta propiedad distributiva se desprenden los productos notables mas usados:

Producto de binomios conjugados: I (a+ b)(a — b) = a®? — b? I

Binomio al cuadrado: I (a+ b)? = a? + 2ab + b? I

3_ .3 2 2
Binomio al cubo: I (a+ b)° =a®> +3a“b+ 3ab I

_ .2
Producto de binomios con un término comdin: I (x+a)(x+b) =x°+(a+ b)x+ab

Para observar como la propiedad distributiva (P.D.) desarrolla los productos notables, veamos la

demostracion del producto de binomios conjugados.
(a+ b)c = ac + bc, conc = a — b usando la segunda forma de la P.D.
(a+b)(a—b) =a(a—b)+ b(a—Db)

(a+b)(a—->b) = a(a + (—b)) + b(a + (—b)), recordando la definicién de resta a—b =a +
(—b)

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

&

(a + b)(a—b) = a? + a(—b) + ba + b(—b) aplicando la primera forma de la P.D.

—
C
P

(a + b)(a — b) = a? — ab + ba — bb, recordando que x(—y) = —

r——
\é

W\

(a + b)(a — b) = a? + ab — ab — b?, porque el orden los factores no altera el producto.

N -
&

‘e

7
G

=,

(a + b)(a — b) = a? — b?, por la propiedad del inverso aditivo (x — x = 0)

De manera similar se pueden demostrar la expresién para el resto de los productos notables. Veamos

é"\,

un ejemplo de cada uno de estos productos notables.

Producto de binomios conjugados: (a + b)(a — b) = a* — b?

Calcular (1 —2t)(1 + 2¢t)

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D
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(1—-2t)(1 +2t) =12 — (2t)?

¢,°¢ /(/'// 6.‘\1\\\

OBATAB

(1—=2t)(1 +2t) =12 — 22¢2
(1-=2)(1 +2t) = 12 — 4t?

Producto de binomios con un término comun: (x + a)(x — b) = x> + (a+ b)x + ab

Calcular (x — 2)(x — 3)
(x—2)(x=3)=x*+(-2+ (-3)x + (-2)(-3)
(x—2)(x—3)=x2+ (=5)x + 6
(x—2)(x—3)=x2-5x+6

Binomio al cuadrado: (a+ b)? = a? + 2ab + b?

Calcular (2x — 3y)?

(2x = 3y)* = (2x)* = 2(2x)(3y) + (3y)?
(2x — 3y)% = 22x2 — 12xy + 32y?

(2x — 3y)? = 4x? — 12xy + 9y?

Binomio al cubo: (a + b)? = a3 + 3a%b + 3ab? + b3

Calcular (2x — 3y)3

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

,_
7

(2x — 3y)* = (2x)° — 3(2x)*(3y) + 3(2x)(3y)? + (3y)°

LS

(2x — 3y)3 = 23x3 — 3-22x2(3y) + 3(2x)32%y? + 33y3
y

\

=
=

{0

(2x — 3y)3 = 8x3 — 36x2y + 54xy? + 27y3

o
. O\&

cJ

7
G

-.
r*'/
X T AN

G"\,
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| Estudio independiente. j{Para saber mas!:

éTe has preguntado como seria el desarrollo de un binomio elevado a una potencia
cualquiera?, Bueno, existe un método general Ilamado teorema del binomio que te permite hacerlo.

Accede mediante el siguiente cédigo para saber mas de este tépico o da clic

Al

* Lee Lectura: Factorizacion
“
f' Definicidon

Supongamos que el drea de terreno rectangular esta dada por la expresién algebraica x? + 5x + 6
y se requiere colocar malla en todo su perimetro ¢ Cual seria la expresidn que determina la medida

de los lados del rectangulo y el perimetro?

x2+5x+6 Lado b

Lado a
La factorizacion es el proceso de descomponer una expresidn algebraica en factores mas simples, de

tal manera que el producto de esos factores sea la expresién original. La factorizacion es el
procedimiento inverso al desarrollo de algunos productos y de los productos notables vistos

anteriormente en esta guia.

Presentamos algunos métodos para factorizar un polinomio.

SC@glﬁ ////t/ o e'.. /(./" / 2 /-(-\\\\\
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FACTOR COMUN

Se encuentra un factor comdn a todos los términos de la expresion, es necesario encontrar el
MAXIMO FACTOR COMUN (MFC), ax, donde a es el maximo comun divisor (MCD) de los
coeficientes de los términos y n es el minimo exponente de x (la parte literal, pueden ser varias

literales comunes) en todos los términos del polinomio.

Ejemplo: Factoriza 6x3 + 18x>

Solucién. Debemos encontrar el Maximo Factor Comun ax™ de 6x3 + 18x?2
Donde a es maximo comun divisor de los coeficientes

x™ es la variable con el menor de los exponentes.

1. Calculamos el valor a del Maximo comun divisor MCD de los coeficientes.

En este caso obtenemos el MCD de 6y 18

6 18 |2 Entonces elvalordea =2(3) =6
3 9 3
1 3

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

2. Variable comun con el menor exponente.

(o

2

Ty
ce

Entre la variable x3 y x?2, la que tiene el menor exponente es x

3. Formamos el Maximo Factor comun es ax™ = 6x2

r——
\é

4. Dividir el polinomio 6x3 + 18x2 entre el Maximo Factor Comun 6x?2

S
At

‘e

6x3+18x% _ 6x° | 18x%
6x2  6x2 ' 6x2

7
G

=,

=1x3"24+3x22=x+3x"=x+3(1)=x+3

P
C

-c:
=7y

5. El polinomio 6x3 + 18x? quedara factorizado por el Maximo factor comtn 2x2 y por el resultado

de la division x + 3

&
>

6x3 + 18x% = (6x?)(x + 3)

¢
K0,
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Ejemplo: Factoriza 6x3y? + 8x%y3 — 2xy*

Solucién. Encontrar el Maximo Factor Comun ax™ de 6x3y? + 8x2y3 — 2xy*

Donde a es maximo comun divisor de los coeficientes

x™ es la variable con el menor de los exponentes.

1. Calculamos el valor a del Maximo comun divisor MCD de los coeficientes, en este caso de 6, 8y 2

6 8 2 2 Entonces el valorde a = 2

2. Las variables comunes con el menor exponente.

En este son dos variables x y y en el polinomio.

3 x2,x, la de menor exponente es x

De los términos x
Para la variable y tenemos y?2,y3,y*, la de menor exponente es y?

3. Formamos el Maximo Factor comun esta integrado por el término ax™ = 2xy?

2

4. Dividir el polinomio 6x3y? + 8x%y3 — 2xy* entre el Maximo Factor Comun 2xy

6x3y? + 8x%y> — 2xy*  6x7y? N 8x2%y3 _ 2xy

2xy? T 2xy? o 2xy?  2xy?

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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— 3x3—1y2—2 + 4x2—1y3—2 _ 1x1—1y4—2

L
€l

—
C
P

= 3x2y°% + 4xy — x0y2

=3x2(1) + 4xy — (1)y? = 3x%2 + 4xy — y?

\

=

W\

€
\&

5. El polinomio 6x3y? + 8x%y3 — 2xy* quedara factorizado por el Méximo factor comin 2xy? y

— &7
T

por el resultado de la division 3x2 + 4xy — y?

6x3y? + 8x%y3 — 2xy* = (2xy?)( 3x* + 4xy — y?)

-c:c._
NE

\&
N

Ejemplo. Factoriza la expresion 6x°e?* — 9x*e?* + 12x3e?* — 15x2e2* por factor comiin

\
K0,

1. Identificar el MCD de los coeficientes 6,9,12,15, en este caso corresponde a 3
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2. La potencia de menor exponente de las variables x>, x*, x3, x? es x?

2x

3. Se observa que también e** es un término comun en la expresién, entonces el Maximo Factor

Comun es 3x2e?*

4. Dividir el 6x5¢2* — 9x*e2X 4 12x3e2X — 15x2¢2X entre el factor 3x2e2*

6x5e2X—9x*e2¥+12x3e?¥—15x2e2* _ 6x5e2*  ox*e?*  12x3e?¥  15x2e?¥

3x2e2X T 3x22X  3x2g2x 3x2g2X 3x2e2X

=2x3—3x%4+4x—-5
5. La factorizacién es

6x°e?* — 9x*e?™ + 12x3e?* — 15x%e?* = (3x2e?*)(2x3 — 3x* + 4x — 5)

FACTORIZACION POR AGRUPACION

Hay ocasiones en que un polinomio no tiene en todos sus términos un factor comun, para ello se

ocupa la propiedad asociativa para poder factorizarlo.

Ejemplo: Factorizar x3 + 2x2? + 3x + 6 por agrupacién

Soluciodn.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
7

1. Aplicamos propiedad asociativa, agrupamos entre paréntesis los términos que tengan factor

7%

LS

comun

—
(g
-

r——
: \..é/:

x3+2x% +3x+6=(x>+2x*)+(3x+6)

S
At

‘e

Cd, &7
ﬁ'}-//zé

c—
.4

[ AA\ST
D58\
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2. Factorizamos por término comun cada agrupacién

Factorizamos x> + 2x?2 Factorizamos 3x + 6

1.EIMCDes 1 1. Se obtieneelMCD de 3y 6

2. El factor comun de la variable con menor exponente es x2

3. Dividir al polinomio x3 + 2x?2 entre 1x? = x? 3 6|3
1 2
x3+2x%2  x3  2x?
22 = 2 + 7 =x+42

2. No hay variable comun con el menor
4. La factorizacién queda (x3 + 2x2) = x%(x + 2) y

exponente.

3. Dividir el polinomio 3x + 6 entre 3

3x+6 _3x | 6
=—=+-=x+2
3 513 +

4. La factorizacién queda 3x + 6 = 3(x +
2)

3. Sustituimos las factorizaciones de (x3 + 2x2) = x2(x +2) y3x + 6 = 3(x + 2)

x34+2x243x+6=(3+2x?)+Bx+6) =x%(x+2)+3(x+2)

4. Observamos el término comun que aparece

x3+2x2+3x+6=(x%+2x2)+ (3x +6)

=x%(x+2)+3(x+2) observamos que se repite (x + 2)

Factorizamos (x + 2)

FR=EIRIERZ SRR=CE B DR A HD
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=(x+2)(x*>+3)

5. La factorizacién es x3 + 2x2 + 3x + 6 = (x + 2)(x? + 3)

FACTORIZACION DE TRINOMIO CUADRADO PERFECTO (TCP)

Este método se aplica para aquellos trinomios cuadrados que, al ordenarlos, cumplen las siguientes

dos caracteristicas:
1. El primer y el ultimo término tienen raiz cuadrada.
2. Observar que el segundo término del trinomio sea el doble del producto de esas raices cuadradas.

Si las dos caracteristicas anteriores se cumplen entonces el trinomio es un trinomio cuadrado
perfecto y su factorizacién es un binomio al cuadrado, cuyos dos términos son las raices cuadradas

del primer y el dltimo término.

La expresidn correspondiente a la factorizacion de un TCP resulta ser un binomio al cuadrado, y

gueda de la siguiente manera:

a? + 2ab + b? = (a + b)?

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Ejemplo: Factoriza el trinomio  x% + 2xy + y?

(f"
I

(o

Solucion.

Ty
ce

1. Observar si el primer y ultimo término tienen raices cuadradas, si no cumple, entonces se

reordena y se comprueba de nuevo.

r——
\6‘/:

x% + 2xy + y? Obtenemos las raices cuadradas del primer y dltimo término

S
At

‘e

7
G

=,

VW=xy 7=y

P
C

-c:
=7y

2. Revisamos si el doble producto de ambas raices da como resultado el segundo término del

trinomio x2 + 2xy + y?,

&
>

2(0)(y) = 2xy

¢
K0,
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3. El polinomio x? + 2xy + y? es un trinomio cuadrado perfecto. El binomio al cuadrado se forma

con ambas raices, para obtener asi la factorizacion del trinomio.

x% +2xy +y? = (x + y)?
\ J
Y

El signo lo determina el signo del segundo término del Trinomio I

Ejemplo: Factoriza el trinomio 4x% — 20x + 25
Solucion.

1. Observa si el primer y ultimo término tienen raices cuadradas, si no cumple, entonces se reordena

y se comprueba de nuevo.
4x? — 20x + 25 Obtenemos las raices cuadradas del primer y ultimo término.
V4x?2=2x y V25=5

2. Revisamos si el doble producto de ambas raices da como resultado el segundo término del

trinomio 4x% — 20x + 25
2(2x)(5) = 20x

3. El polinomio 4x% — 20x + 25 es un trinomio cuadrado perfecto. El binomio al cuadrado se forma

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

con ambas raices para obtener asi la factorizacién del trinomio

(f"
I

(o

4x% —20x + 25 = (2x — 5)2
\ J
Y

Ty
ce

El signo lo determina el signo del segundo término del Trinomio I

\

=

\

€
\&

<

cJ

FACTORIZACION DE UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS

7

N

Una diferencia de cuadrados resulta ser una resta de expresiones cuadraticas, su factorizacién ’ R
. . . ., T\

resulta ser un producto de binomios conjugados, quedando una expresidn de la forma N\

=
r L

I a’-b*=(a+b)(a—b) I

\&
N

\
K0,
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Ejemplo. Factoriza x> — 9
Solucién. Para factorizar x2 — 9 se obtiene las raices cuadradas de ambos términos
VxZ =x yV9 = 43
Entonces la factorizacién es
x2=9=(x+3)(x—3)

Ejemplo. Factoriza 9x8 — 25y*
Solucién. Para factorizar 9x8 — 25y* se obtiene las raices cuadradas de ambos términos
Vox8 = 3x* y,/25y* = 5y?
Entonces la factorizacion es

9x8 — 25y* = (3x* + 5y?)(3x* — 5y?)

FACTORIZACION DE TRINOMIOS DE LA FORMA x* + bx + ¢

Cuando en un trinomio de la forma x% + bx + ¢, el coeficiente del término cuadratico es 1, y el
trinomio no es cuadrado perfecto, como en el caso anterior, la factorizacién es a la inversa del

producto notable Ilamado “producto de dos binomios con un término comun”. La expresion

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

factorizada queda de la siguiente manera:

{7

L=
-3

xX*+bx+c=(x+a)(x+d)

=
=

€
&

<

cJ

\

Ejemplo: Factoriza el trinomio x% + 14x + 24

Solucion.

7

-@-~
7/

[y

=
r L7

x? + 14x + 24 No es un trinomio cuadrado perfecto, debido a que 24 no tiene raiz cuadrada

exacta

XA\
A

x2 + 14x + 24 Observamos que el término cuadratico tiene coeficiente 1

,
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La factorizacién sera x? + 14x + 24 = (x + a)(x + d)
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Para encontrar los valores de “a” y “d” buscamos dos numeros que al multiplicarlos se obtenga el

término constante ad = 24 y que sumados se obtenga el coeficiente del término lineal a + d = 14

x4+ 14x + 24
Esos mismo dos numeros que Buscamos dos numeros que
sumados se obtenga +14 multiplicados se obtenga 24

Los numeros que buscamos y que cumplan estas condiciones pueden ser

Sumados se obtenga 14 Multiplicados se obtenga 24
(1)+(24)=25 (1)(24)=24

(2)+(12)=14 (2)(12)=24

(3)+(8)=11 (3)(8)=24

(4)+(6)=10 (4)(6)=24

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Los numeros que cumplen las condiciones son 2y 12

{7

Multiplicados ad = (2)(12) = 24 y sumados se obtengaa+d =2 + 12 = 14

L=
-3

=
=

€
&

<

cJ

\

Entonces a = +2 yd = +12, |a factorizacion del trinomio x? + 14x + 24 es

x> +14x+24=(x+a)(x+d) = (x+2)(x +12)

7

--w
7/
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Ejemplo: Factoriza el trinomio x% — 6x — 27

Solucion.

x? —6x — 27 No es un trinomio cuadrado perfecto, debido a que 27 no tiene raiz cuadrada
exacta.

.x*—6x—27 El término cuadratico tiene coeficiente 1

La factorizacion serd x% — 6x — 27 = (x + a)(x + d)

Buscamos los valores de “a” y “d" de la siguiente manera:

Dos numeros que al multiplicarlos se obtenga el término constante ad = —27 y que sumados se
obtenga el coeficiente del término lineal a+d = —6
x% —6x—27

T~

Buscamos dos numeros que

Esos mismos dos numeros que

sumados se obtenga - 6 multiplicados se obtenga - 27
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Los numeros que buscamos y que cumplan estas condiciones pueden ser:

{7

LS

Sumados se obtenga -6 Multiplicados se obtenga -27

—
C
P

(1)+(-27)=- 26 (1)(-27)=- 27

=
=

€
&

<

cJ

\

(-1)+(27)= 26 (-1)(27)=- 27

7

7/

(3)+(-9)=-6 (3)(-9)=-27

- -~

[y

=
r L7

(-3)+(9)=6 (-3)(9)=- 27

Los nimeros que cumplen son 3 y -9, ya que multiplicados es ad = (3)(—9) = —27 y sumados se

obtengaa+d = (3) + (—9) = —6.

A
///,.oc.\¢
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Cumple las dos condiciones entoncesa=3yd = -9
Por lo tanto, la factorizacion del trinomio es

x> -6x—-27=(x+a)(x+d)=(x+3)(x—-9)

 Estudio independiente. jPara saber mas!:

FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA ax?* + bx + ¢

Para factorizar un trinomio de la forma ax? + bx + ¢, donde el coeficiente a es diferente de 1 y no

es un trinomio cuadrado perfecto, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se multiplican los términos de la expresién por el coeficiente a.

2. Se expresa el primer término en forma de cuadrado (ax)?2.

3. Para el segundo término se intercambia el coeficiente a por b, b(ax).
4.- El tercer término serd el producto ac

4. La factorizacidn de la nueva expresidn se tratard como se hizo para la forma x% + bx + ¢, es decir,
se buscan dos nimeros que multiplicados se obtenga el producto ac y que sumados se obtenga el

coeficiente b.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

5. Se divide el resultado de la factorizacién entre a, de forma que no quede ningun cociente.

L
€l

—
C
P

r——
\6‘/:

\

ax? + bx +c a(ax? + bx + c)
a

€
\&

<

cJ

7

7/

a(ax?) + a(bx) + a(c) (ax)? +.b(ax) + ac
a

- -~

[y

=
r L

a

N

<
o O |

La suma de los dos niimeros sea h Necesitamos dos nimeros cuvo producto sea ac

>/
(2
7

,
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Ejemplo: Factoriza el trinomio 3x% —11x + 6
Solucion.

Se ordenan los términos en la forma ax? + bx + c, posteriormente se multiplica y se divide por el
coeficiente del término cuadratico, en el caso del segundo término solo se deja indicada la

multiplicacidn.
Se multiplica y se divide la expresién por el termino a = 3

3(3x2-11x+6)

3x2 —11x+ 6 = S

Se aplica la ley distributiva

_3(3x%)-3(11x)+3(6)
- 3

Se acomodan términos y se realiza el producto

_ (3x)2-11(3x)+18

3 Se factoriza de la forma x? — bx + ¢

Dos nimeros que multiplicados se obtenga 18 y sumados -11

En este caso son (-9)(-2)=18 y (-9)+(-2)=-11

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

_ (3x-9)(3x-2)
a 3

(f"
I

Se obtiene un factor comun de cada binomio

L
(3

—
C
P

_ 3(x-3)(3x-2)

3 Se simplifica la fraccion

\

=
=

€
&

<

\

cJ

7

=(x-3)3x-2) Por lo tanto, 3x* — 11x + 6 = (x — 3)(3x — 2) S
Ejemplo: Factoriza el trinomio 6x% + 7x — 5 t""g.
M

Solucién. mb
l‘ﬁé

- 2 . - s A

Se ordenan los términos en la forma ax® 4+ bx + ¢ se multiplica y se divide por el coeficiente del .\{)Q
término cuadratico, en el caso del segundo término solo se deja indicada la multiplicacién. )\\\
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Se multiplica y se divide la expresién por el terminoa = 6

6(6x%+7x-5)

6x2+7x—-5= <

Se aplica la ley distributiva

_ 6(6x%)+6(7x)—6(5)
- 6

Se acomodan términos y se realiza el producto

_ (6x)%+7(6x)-30

p Se factoriza de la forma x? — bx + ¢

Dos numeros que multiplicados se obtenga -30 y sumados +7

_ (6x+10)(6x-3)

p Se obtiene un factor comun de cada binomio

_ 2(3x+5)3(2x-1)

p Se obtiene el producto de los factores comunes

_ 6(3x+5)(2x-1)

o Se simplifica la fraccidn

=Bx+502x-1) Por lo tanto, 6x% + 7x — 5= (3x + 5)(2x — 1)

Para finalizar esta seccidn regresamos al problema inicial del area de terreno rectangular dada por
la expresion algebraica xZ + 5x + 6 y se requiere colocar malla en todo su perimetro ¢ Cual seria

la expresidn que determina la medida de los lados del rectangulo?

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

x2+5x+6 Lado b

L=
-3

\

=

W\

Lado a

€
\&

<

cJ

7

Factorizando la expresiéon x* + 5x + 6, se tiene x> + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3) '\\\
’
AN

Entonceselladoa =x+3yelladob =x+2 NN

=
r L

El perimetro para colocar la malla seria =
%

P=2a+2b=2(x+3)+2(x+2)=2x+6+2x+4=4x+10 )\)J

S

N
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Recurso audiovisual

En el siguiente vinculo o con el QR EJERCICIOS DE FACTORIZACION permitird a los estudiantes

acceder facilmente a contenido sobre factorizacion (factor comun, trinomios, diferencia de
cuadrados, etc.), entre otros temas, ademas presenta ejemplos interactivos ideales para usar en

clases, tareas o actividades autodidactas.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

f}_

LS

Funciones

—
C
P

Considera las siguientes funciones simples, f(x)=2x + 1 y g(x) = x2. ¢Qué significa operar con

\

S

N -
&

‘e

funciones?, éCdmo se podria sumar f(x) con g(x)?, ¢Qué entienden por dominio de una

funcion?. 5%\.
N
.z - . . L
El concepto de funcion es fundamental en las matematicas, especialmente en el drea del algebra 'y AN
"\
el calculo. Permite describir relaciones entre conjuntos de datos, modelar situaciones del mundo ul“
|
real y realizar predicciones. A lo largo de esta lectura, abordaremos las operaciones entre funciones, ,:_9;;
T . ) ) , 9 . , Y
como identificar sus dominios y raices, asi como la manipulacién de fracciones algebraicas. Estos {0~
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conocimientos son esenciales para desarrollar habilidades de razonamiento légico y algebraico que

se aplican en multiples areas de la ciencia, la economia y la ingenieria.
L . . 7
Definicion

Considere dos conjuntos cualesquiera A y B . Una funcién f:A - B es una coleccidon de pares
ordenados (x,y) tales que no hay dos pares con el mismo primer elemento. Al conjunto 4 se le
llama dominio y al B se le llama contradominio. El conjunto de todas las componentes y € B, tales
que (x,y) € f, se le llama rango o imagen de f. Se acostumbra a usar la notaciéon y = f(x). Las
funciones en las que estamos interesados en estudiar son aquellas en las que A y B son
subconjuntos de ndmeros reales, como lo son las lineas rectas en RZ son funciones, las funciones
cuadraticas, etc. Estas funciones fueron estudiadas en las UAC’S de pensamiento matematico 2 y 3.
Generalmente hay una férmula que nos permite calcular las imagenes de la funcidn, esta es llamada

regla de correspondencia.

Ejemplo 1. La recta y = 2x + 1 es una funcion lineal, su regla de correspondencia es la expresion

2x 4+ 1, algunas imagenes de esta funcion son:

x operacion f(x)

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

0 (2)(0) + 1 1

(f"
I

(o

Ty
ce

1 (2)(1) +1 3

2 2)(2) + 1 5

r——
\é

S
At

2 @B +1 |7

‘e

7
G

|
~J
=}
.
"
-
—
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P
C
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Ejemplo 2. Considera la funcién cuadratica f(x) = x%2 — 1

c@ilﬁ // /% ¢u.r.r../(-/'\/ ,.ﬁc\\\\\

2 operacion f(x) O u
0 (0)? -1 -1
1 (1) -1 0 8
2 @?-1 3 "
3 (332 -1 8 o w,/ o

Las funciones se clasifican en algebraicas y trascendentes. En el primer grupo (algebraicas) estan las
polinomiales y todas aquellas que se componen por sumas, restas, multiplicaciones o divisiones de
éstas y de radicales. En el segundo grupo (trascendentes) estan aquellas que no se escriben en estos
términos finitos, sino en sumas o series infinitas, tales como las exponenciales, logaritmicas y

trigonométricas. EL siguiente diagrama muestra esta clasificacién:

Cubicas y de

Lineales Cuadréticas .
grados superiores

|
|

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Raiz cuadrada

{7

llamadas también “
i o | )
fracciones o = Ju J
; = I \
Algebraicas, son c g \
cocientes de e : \\
funciones & @ :
polinomiales Potencias =

\

fraccionarias

~J 7, [y
G

Trascendentes

G"\,

Exponenciales Logaritmicas Trigonométricas
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Ejemplo 3. La raiz cuadrada es un ejemplo de funcién radical: f(x) = v/x. El dominio de esta funcién

es los numeros reales positivos. Se presenta una tabla de valores y una grafica.

x f(x)
0 V0=0
1 V1=
2 V2 =141
-1
3 V3 =173
4 Va=2

Una de las funciones mds importantes en matematicas es la funcion exponencial natural f(x) = e*,
cuyo dominio son todos los nimeros reales (aunque en ciertas aplicaciones se restringe éste a los
numeros enteros positivos) y su rango son los nimeros positivos (y > 0). Esta funcion tiene diversas

aplicaciones, en finanzas, crecimiento poblacional, bacteriano, enfriamiento de Newton, entre otras.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Ejemplo: La poblacion mexicana en el afo 2005 era de 103,263,388 habitantes y se estimaba

(f"
I

entonces un crecimiento exponencial de 1% anual, de acuerdo con la pagina web del INEGI, pero

SE

actualmente, la tasa de crecimiento promedio anual es del 1.8% ¢écudl serd la poblacion mexicana

en el afo 2017, el 2021 y el 2025, si contindan las mismas condiciones de crecimiento.

r——
\é

S
At

‘e

7
G

=,

Solucidn. La expresidn general para el crecimiento poblacional (suponiendo que no hay restricciones

para el crecimiento numérico) es N(t) = Nge*t, donde N es la poblacién inicial y k es la tasa de

P
C

-c:
=7y

crecimiento. En este ejemplo Ng = 103,263,388y k = 1.8% = 0.018 . Generalmente se utiliza

el dominio de los enteros positivos, aunque se podria calcular la poblacidn para fracciones de afios

&

(meses). Sustituyendo estos valores en la expresiéon N(t) = Nye*t, tenemos el modelo para este

¢
K0,

problema

LY.
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N(t) = 103,263,388 - 2018t
La poblacién en 2017 corresponde a un lapso de 12 afios desde 2005.
N(12) = 103,263,388 - ¢(0-018)(12)
N(12) = 128,160,436
Para 2021, ya han transcurrido 16 afios
N(16) = 103,263,388 - ¢(0:018)(16)
N(16) = 137,728,297
Para 2025, ya han transcurrido 20 afios
N(20) = 103,263,388 - ¢(0-018)(20)

N(20) = 148,010,451

Operaciones con funciones

Las operaciones algebraicas basicas incluyen suma, resta, multiplicacidn y divisién, ademas de la

composicion de funciones. Al realizar estas operaciones, es importante aplicar correctamente las

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

reglas algebraicas y prestar atencion al dominio resultante.

{7

Consideremos las funciones f(x) = 2x+1 y g(x) = x? planteadas al inicio de esta lectura,

L=
-3

encuentra la suma, resta, multiplicacidn, division y composicién de éstas funciones, ordenando los

=
=

€
&

<

términos, simplificando y/o factorizando cuando sea posible.

\

1. f+9@=RQx+1D)+x>=x*+2x+1=(x+1)>?

cJ

7

2. f-9x)=QRx+1)—x*=-x2+2x+1 N
N
3. (f.9)(x) = (2x+1)(x?) =2x3 + x? NN

=
r L7

4. (—)()_2"+1 x#0 ;{_'
%
5. (fe ) =f(gx)=rf(x*)=2x2+1 Mk

,
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PARA RECORDAR

RAICES DE FUNCIONES

Las raices de una funcién son los valores de x de su dominio que hacen que la funcién sea igual a
cero, es decir, r es una raizde f si f(rr) = 0. Geométricamente son aquellos puntos del plano (r, 0)
gue pertenecen a la grafica de la funcidn, o de dicho de otra forma, los puntos donde la grafica de
la funcidn intersecta el eje x. Para funciones cuadraticas, se puede utilizar la factorizacién o la

féormula general para encontrar las raices.
DOMINIO DE FUNCIONES

El dominio de una funcién f: A — B son todos aquellos valores x € A para los cuales la funcién estd
bien definida, donde “bien definida” se refiere a que al evaluar f en x, el resultado sera un nimero

real.

Las funciones racionales son expresiones de la forma %, donde P(x) y Q(x) son polinomios. Para

operar con ellas se requiere:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

1. Restringir los valores de x a los nimeros donde no se anule el denominador Q(x) # 0, Es

(o

decir, el dominio es {x € R: Q(x) # 0}

Ty
ce

2. Factorizar numeradores y denominadores.

r——
\6‘/:

\

3. Simplificar factores comunes.

€
\&

<

cJ

4. Aplicar reglas de suma, resta, multiplicacion o division de fracciones.

7

-@-~
7/

[y

=
r L

2
EJEMPLO. Hallar el dominio de la funcion h(x) = —(x(:z:‘}_x;;Z)

N

Primero factorizamos el denominador: x? — 4 = (x — 2)(x + 2)

VX5
////.6‘.‘4. (4
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El dominio excluye x = 2 y x = —2, ya que hacen que el denominador sea cero. Asi, el Dominio de
la funcion es el conjunto {x € R: x # +2}
Operaciones con fracciones algebraicas
Sean las funciones racionales f(x)=—=—,x€R g(x) = X F +1. Calcular la suma, Q
m
resta, multiplicacién, division y composicién. En cada operacién se recuperan las férmulas para E
resolver operaciones con fracciones de nimeros, salvo para la composicidon que es una operacion O
exclusiva de funciones. E
4
OPERACION DESARROLLO g
Ll
2x? 3
(f+9)00) = f(@) +9() = 577+ ¥ * 1 o
s (+ )()_x2—1+2x2(x2+1) %
uma [+ 90 =" e h
=
%_l_%:adb-;bc N )()_x2—1+2x4+2x2 ﬂ
F+ 909 =" e -1 <
r4
2x% +3x2 -1 =
f+t9P)=———7T— x*+1 g
o
F-DW=f@ -9 =57 ¥* % N
N
- )(x)=x2—1—2x2(x2+1) &
g 2+ D2 —1) o
Resta U\
x2—1—2x*—2x? “\\
f —9)x) = ;
a ¢ ad — bc xZ+ D2 -1) %
b d  bd 59‘
(- ) =X 1 N
9 =y D - D &‘%
2x* +x2+1 : I‘-“
(f—g)(x)=—W,x¢i1 (NN
Multiplicacién (x) = f( (x) = L 2x° + +1

DENZ SRR=ErRIERZ
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a C _ ac 2x2
5 dbd (900 = 2 1
f f(x) e 1 Z-1
Division _TW x241 _ Xz _
(5) () = g0 222 x2+41 2a2 ' #01,-1 o
77—
% _ad x 1 g
[ f x2—1

¢ (E) ) = 2x2(x2+ 1)’ *#01,-1 g
- =
(feg)®) =f(gt) = R x # *1 E
(xz - 1) +1 o
1 5
Composicién (feg)) =f(g) = , x#=+1 o
VAL Z
‘0
_ 1 I Gt O N o
(feg)(x) = 4x4 +2(x21—21)2 Thxttxt—2x2+1 ° >3l §
(x*—1) 2
(x?—1)? w
(fe g)(x)_m,x¢il ;
=
[+ 4
(o]
o
S
X

(f"
I

Definicion

SE

Los intervalos son objetos Utiles para representar segmentos de la recta real y para los dominios de

=
=

€
&

<

\

funciones.

‘e

Se define un intervalo cerrado [a, b] donde son dos nimeros con a < b, como el conjunto de

7
G

N

nuimeros x talesque a < x < b, el simbolo < indica que tanto a como b pertenecen al intervalo. El p i'\\
AN

intervalo abierto (a, b) se define de manera similar solo que esta vez se usa el simbolo menor I""g‘

estricto < , son los nimeros x tales que a < x < b, el menor estricto indica que a y bno

=
r L7

pertenecen al intervalo. De manera andloga se definen los intervalos semiabiertos por la izquierda ?E
v .
(a, b], o porladerecha, [a,b). I

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D



SSSSTIOERSIYN  FasS '
ST/ BasS | EDUCACION

D% coﬁ SECRETARIA DE EDUCACION

= /NS yyssee=
€S /7, 8\,

COBATAB

También son muy usados los intervalos infinitos llamados también rayos o semirectas. Sea a un

numero. El intervalo [a, o) estd formado por los nimeros x tales que x = a .

En la siguiente tabla se resume la exposicidén anterior con ejemplos

Tipo de intervalo Expresion algebraica grafica Q
m
2

cerrado 01]={x:0<x<1 —* *—
01 ={x:0<x<1} |~ ? S
. Y o— w
abierto O ={x:0<x<1} | 0 1 =
o
_— . ) w
Semiabierto por la derecha [0,1)={x:0<x<1} 0 1 =
o
S
Semiabierto por la izquierda 01]={x:0<x<1} _g I_ ]
<
O
. . . (c] — =
Rayo abierto por la izquierda (0,00) ={x: x> 0} 0 ﬂ
<
r4
Rayo abierto por la derecha (—0,0) ={x: x <0} « CO) =
o
o]
o
S
N
De forma similar se pueden dar ejemplos de rayos cerrados. La flecha indica que el rayo se extiene &

(f"
I

(o

indefinidamente en esa direccion.

Ty
ce

Dominios de funciones usando intervalos.

Considera la funcién f(x) = Vx — 2. El dominio de esta funcidon son aquellos nimeros donde el

\

=

\

radicando no sea negativo, es decir, en dénde x — 2 > 0. Al pasar el —2 al otro lado de la

€
\&

<

cJ

desigualdad, este pasa positivo y queda (x = 2 ), lo que corresponde al intervalo [2, ) y al rayo

7

A 4
.
77/

@
2

P
C

=
r L

Hagamos otro ejemplo mds elaborado, expresa el dominio de f(x) = Vx? — 1. En este caso

\&
N

\
K0,

debemos hallar los valores de x que permiten la desigualdad (x? — 1) > 0.
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para esto daremos valores en los sectores formados por el -1y 1, por ejemplo, —2,0y 2

l l l

-3 -2 -1 0 1 2 3

Evaluandoen x? — 1
(x=-2) = (-2 -1=4-1=320
(x=0)= (0)2-1=0-1=-120

(x=2) =(2)?-1=4-1=32>0

Note que dentro del intervalo de rojo (—1,1) no se cumple la condicién deseada. Pero si se cumple
en los rayos (—oo, —1] y [1, o]. Entonces el dominio estda compuesto por la unién de estos dos rayos

(—o0,—1] U [1, oo]. Observa que los extremos estan incluidos

x=141)= (*1)?-1=1-1=0>0

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
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SE

=
=
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Q=R
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= TPV1-SA1-ACTO1 Actividad de reforzamiento:
ww Productos notables, Factorizacion y
operaciones con funciones y fracciones algebraicas

Instrucciones: Organizados en binas y bajo el acompafamiento de tu profesor, resuelvan los
ejercicios planteados, con la finalidad de reforzar los conocimientos adquiridos en clases. Se

recomienda realizar las operaciones necesarias en su libreta de apuntes.

Parte 1- Productos notables
Desarrolla y simplifica las siguientes expresiones usando los productos notables. Completa los

espacios con la expresion que corresponda.

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

1. (x—a)( ) =x%—a?

2. (x?—a®>)(x*+a?) =

3. ( )A+t)=1-1¢t2

4. (Vx+y)x-y)=

5. (1-t)?=

6. (x—3)(x+5)=

7. x+8)(x-7)= %
L

8. Parah¢0,W= J‘t‘.‘
)22

9. Para h#0, (x+h,)13_x3 = Juy

10. Parah # 0, x+:_ =

=
r——
\\\\é 3

N -
&

cJ

Sugerencia para este Ultimo problema: multiplica y divide por el conjugado de Vx + h — v/x.

7

N

AN

Parte 2- Factorizacion AN
"\

Factoriza y simplifica las siguientes expresiones, completa los espacios en blanco. ﬁ'?“
1L x2-1=@+1D( ) 2y
2_y_2= Iy

2. x*—x—-2=(x+1)( ) .\,QJ

3. x?2—-2x+1=( )?

DESZSRR=ERIE X SR BB PR ZNIEHD
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4, 2x*+x—-1=( )( )
5. x3+2x2+x+2=x% )+ 1( ) = (x? + 1)( )

2x24x-1
x+1

C@O:F:A: // /o L"t l-.e'.- /(/' // ‘\\\\\

x2-5x+6
x—3

2x2-10x+12 _
x2+43x-10
Parte 3- Funciones y Fracciones algebraicas.
x?—5x+6 2x%-10x+12
Sean f(x) = ; =—
f( ) x2—-4x+4’ () x2+3x—-10

Calcula la regla de correspondenciade (f + g); (f—9); (f - 9); (5) ,(feg)y (gef).

Calcula las raices y dominio de cada funcién. Evalle cada una de las reglas de correspondencias
solicitadasen x = 0, estoes: (f + g)(0), (f —g)(0), (f.g)(0), 6) 0), (foeg)0) y
(g ° /)(0).

SUGERENCIA: Simplifique primero cada funcion (Factorizando) y posteriormente realice las

operaciones solicitadas.

"
((f//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Progresion 2
Analiza de manera formal el concepto de limite, profundizando en el cdlculo de limites de
funciones mediante sus teoremas para dar solucién a problematicas contextualizadas de las ciencias

utilizando métodos analiticos y/o recursos tecnoldgicos.

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias

CiM1. Ejecuta calculos vy
algoritmos  para  resolver S1. Elementos aritméticos
problemas matematicos de algebraicos

ciencia y de su entorno.
CimMs. Comprueba los
procedimientos usados en la C1. Procedural
resolucion de  problemas
utilizando diversos métodos, S3. Elementos variacionales
empleando recursos
tecnoldgicos o la interaccidn
con sus pares.

C2M1. Observa y obtiene
informacion de una situacion o
fendmeno para establecer | C2. Procesos de intuicién y
estrategias o formas de | razonamiento

visualizacion que ayuden a
entenderlo.

C3M1. Selecciona un modelo
matematico por la pertinencia
de sus variables y relaciones
para explicar una situacion, S1. Uso de modelos
fendmeno o resolver un
problema tanto tedérico como

S3. Pensamiento formal

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

r——
\é

de su contexto. =
C3M3. Aplica procedimientos, | C3. Solucién de problemas vy $3. Estrategias heuristicas 59.
técnicas y lenguaje | modelacién y ejecucién de procedimientos :‘{.
matematico para la solucién de no rutinarios )“\\
problemas propios del , ,\\
pensamiento matematico, de . l&
areas de conocimiento, $4. Manejo de datos e "Q‘
recursos sociocognitivos, incertidumbre u | 6
recursos socioemocionales y =4
de su entorno. 'yq.
el
N
N
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Lee Lectura: Limite de Funciones

Nocion de Limite

La palabra limite viene asociada con algo que tiene fin o se acerca a un momento especifico, sin
llegar a superarlo. Cuando afirmamos de algo que tiene limite, nos referimos a que no puede
sobrepasar una linea, punto o regla establecida; puede acercarse todo lo que quiera, pero sin
rebasarlo. Este concepto se emplea en cdlculo, el cual permite comprender la continuidad, la

derivacién y maximos y minimos.

Un acercamiento a los limites se tiene cuando en una sucesidn, sus términos se van aproximando
rapidamente a un nimero cualquiera, entonces se puede decir que tiende a ese numero, o bien,
que su limite es dicho numero. Cabe sefialar que no todas las sucesiones se aproximan a un nimero,

las que si presentan este comportamiento se llaman convergentes.

El concepto de limite fundamenta el calculo infinitesimal, muchos matematicos utilizaron la idea
intuitiva de limite, el barén de Cauchy (1789-1857), a principios del siglo XIX, quien dio una definicidn

de limite y, en consecuencia, de la derivada de una funcion.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

(o

Ejemplo. Se muestra las siguientes sucesiones de nimeros

Ty
ce

2.1,2.5,2.7,2.9, 2.99, 2.999 vemos que se va acercando a 3.

3.999, 3.99, 3.9, 3.7, 3.5, 3.1, 3.01, 3.001 vemos que también se va acercando a 3.

r——
\6‘/:

S
At

‘e

Aqui decimos que la sucesién de los nUmeros tiende a 3, y se puede expresar de la siguiente manera:

7
G

=,

x — 3, donde x son los numeros que se van aproximando.

P
C

c—
.4

[ AA\ST
eSS\
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Veamos un ejemplo de célculo de limite de manera intuitiva.
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Ejemplo: Consideremos la funcién f(x) = 3 — x%. Analicemos su comportamiento para los
valores de x préoximos a 1
Solucidn. Construimos una tabla de valores cercanos a 1, posteriormente evaluamos la funcion para

cada uno de los valores x propuestos.

Por la izquierda Por la derecha

x f(x) =3 — x? x f(x) =3 —x?
0 f(0)=3-(0)2=3-0=0 2 f2)=3-(2)?%=3-4=-1
05 |f(0.5=3-(0.5%=3-0.25= 15 | f(1.5)=3-(1.5?%=3-2.25=0.75
2.75
09 |f(0.9)=3-(0.92=3-0.81 11 |f1.1)=3-(1.1)2=3-1.21=1.79
=2.19

0.99 | £(0.99) =3—(0.99)2=3-0.9801 | 1.01 | f(1.01) =3 - (1.01)? =3 —1.0201

=2.0199 =1.9799
0.999 | £(0.999) = 3 — (0.999)? 1.001 | f(1.001) = 3 — (1.0001)?
=3-0.998001 = 2.001999 =3 —1.00020001 = 1.99979999
x—-1 flx)—>2 x—-1 f(x) -2

JENZ Sre=EIiE T sz Er A R LM )

Observemos cuando x va tomando los valores de 0, 0.5, 0.9. 0.99, 0.999, la variable x tiende a 1, se
considera que es por la izquierda, aplicando esos valores en la funcién f(x) = 3 — x?2 se observa
que los valores de los resultados se van acercando a 2. Asi, si x — 1, entonces f(x) — 2 se lee “si

x tiende a 1 entonces f(x) tiende a 2”.

Por el otro lado, cuando x va tomando los valores 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, la variable x tiende a 1, se
dice por la derecha, aplicando esos valores en la funcién f(x) = 3 — x2 se observa que los valores
de los resultados se van acercando a 2. Asi, si x = 1 entonces f(x) — 2 se lee “si x tiende a 1

entonces f(x) tiende a 2”.

Analizando la tabla y la grafica de la funcién f(x) = 3 — x? se concluye que cuando x se aproxima
a 1 (por la izquierda o por la derecha) entonces f(x) se aproxima a 2. Entonces decimos que “El

limite de la funcién f(x) = 3 — x? cuando x tiende a 1 es 2”. Graficamente lo veriamos asi:

SC@glﬁ ////t/ o e'.. /(./" / 2 /-(-\\\\\
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) }iende 21070 O A

7 05

, —>'e—
[ 5 fla) =B8-a° 05 g “x tiendea 1’ 1

'k \
'

CONCEPTO DE LIMITE.

Sea f(x) una funcién de variable real, si evaluamos en ella:

a) Valores menores y cercanos a a, esto es x < a, y obtenemos el numero L4, entonces a L

se le conoce como el limite por la izquierda, se representa por

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

lim f(x) = L,
xX—a

f}_

LS

y se lee “limite de la funcién f(x) cuando x tiende a a por la izquierda es igual a L;”.

—
(g
-

=
=

€
&

<

‘e

b) Valores mayores y cercanos a a, esto es x > a, y obtenemos el nimero L,, entonces a L,

\

se le conoce como el limite por la derecha, se representa por

7
G

=,

lim f(x) =L,

x—-at

P
C

=
r L7

y se lee “limite de la funcién f(x) cuando x tiende a a por la derecha es igual a L,”.

\3
x

K 4
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c) Cuando Lqy L, coinciden, es decir, Ly = L, se afirma que el limite de f(x) cuando x tiende

a aexisteyes L = Ly = L, que se denota como.

limf(x)=1L

x—a

Esta Gltima expresion se lee “el limite de la funcién f(x) cuando x tiende hacia a es igual a L”.

Alos limites lim f(x) = L1y lirrgr f(x) = L, también se les conoce como limites laterales.
x—->a- x—a

“\
Y N IMPORTANTE: Cabe sefialar que si ggg flx) + 9}1}1;1)( f(x), se concluye

que el lim f(x) NO EXISTE.
xX—-a

Ejemplo. Calcula el limite de la funcién f(x) = 2x + 1 cuando x tiende a 3, es decir, calcular el

lim2x +1

x-3

Solucion. Elaboremos tabla de valores para conocer los limites laterales.

Limite lateral por la izquierda Limite lateral por la derecha

lim £ )

lim 1)

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

X fx)=2x+1 X fx)=2x+1

7

7%

2 f2)=22)+1=5 4 fA=24)+1=9

L=
-3

2.5 (2.5 =2(2.5+1=6 3.5 f(3.5)=2(3.5)+1=8

r——
\6‘/:

\

2.9 f(2.9)=2(2.9)+1=6.8 3.1 fB.1=231)+1=7.1

€
\&

<

cJ

7

=,

2.99 f(2.99) =2(2.99)+1=6.98 3.01 f(3.01)=2(3.01)+1=7.01

£(2.999) = 2(2.999) + 1 =
2.999 ¢ 098 3.001 | £(3.001) =2(3.001)+1=7.001

P
C

=
r L

x— 3" lim2x+1=7 x— 3t lim2x+1=7
x—-3~ x-3*

\&
N

o O

L~/
WS
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Como el limite por la izquierda y por la derecha son iguales a 7, concluimos que el limite SI EXISTE

lim2x+1=7
x—-3

A = Punto (f)

f(x) tiendea 7 o

- (37

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11
—  —
A x tiende a 3

. . L 2 .
Ejemplo. Calcula el limite de la funcién g(x) = % cuando x tiende a 2

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Solucion. Elaboremos una de valores para x con nimeros cercanos a 2.

7

Limi . , .
imite lateral por la izquierda Limite lateral por la derecha e
t‘Ln
lim g(x) lim g(x) UU\'

x-a~ x-a*

r——
: \é

\

X x+2 X x+2

w
L=
&

<

cJ

]
©
+
N
|
S
O
7
ol

UJ
77/

1 g(1) = % = _iz =-15 2.9 g9 =

P
C

=
r L7

|
NN
[
o))

1.5 g(15) =2 = 33 2.5 g(25) =222 =9

1.9+2

1.9 g(1.9) = = —3.55 2.1 9(2.1) = Zifi —

\&
N

o O

L~/
WS
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1.99 —199+2 _ _ 2.01 _ 20142 _
g(1.99) = Too3 = 3.95 g(2.01) = 013 3.95
1.999 = 199942 _ _ 2.001 = 200042 _ _
g(1.999) 5993 3.995 g(2.001) > 001=3 4.005
- x+2 + x+2
x—2 lim =—4 x—2 lim — Q
-2 x—3 x-2t  x—3 )
2
(8
Como el limite por la izquierda y por la derecha son iguales a 7, concluimos que el limite SI EXISTE E
r2 &
X
lim - o
x-3 X — 3 W
=
o
i 4
. ‘0
(8
3 g
O
2 =
(]
] 11}
X tiende a 2 g
s -z\t\u 1 3 3 2 5 5 7 8 9 =)
-1 m
o]
2 i o
: S
N
f(x) tiende a-4 asa8aER) | %
t\\\
s Yo
t‘u:
5 |
Jun
\%\\'
§..,=
\)
AN
AN
t" ()
%
|
g
l‘ﬁé
)

>
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Ejemplo. Calcula el limite de la funciéon g(x) = :L—B cuando x tiende a 3

Solucion. Elaboremos una tabla de valores con numeros cercanos a 3

Limite lateral por la izquierda

\

VNS = o=
RSN, G 0

Limite lateral por la derecha

o
li X+ 2 m
xlgl— x—3 E
(8
x x+2 x x+2
90 =% 9 =222 >
4
2 Q) =22-%_ _4 4 @ =2_5_g¢ o
9 T 2-37 -1 9 4371 g
2.5 2.5+2 3.5 3.5+2 3
. g.5) = e -9 . g(@3.5) = e 11 -
2.9+2 3.14+2 9
2.9 =227 _ 3.1 —2-Te
g(2.9) o3 49 g9(33.1) T1os 51 2
O
2.99 (2 99) _ 299tz _ —499 3.01 (3 01) _ 3.01+2 501 =
gle. T 299-3 gis. T 3.01-3 ﬂ
2.999 (2.999) = 2222 — _ 4999 3.001 | 4(3.001) = 22*2 _ 5001 ;
CASE T 2999-3 CASS T 3.001-3 =
o
x— 37 : x+2 x—- 3" _ x+2 o]
lim = —0 lim = 00 i,
x-3- x—3 x-3* x—3 3
S
X
I
5 \N
t%
Se puede observar que cada vez que x se acerca 5 (W
mas a 3 por la izquierda el limite se va a — ] HG‘\'
(infinito negativo) y si x se acerca mas a 3 por la : \\\
derecha los resultados se van hacia +oo (infinito : “‘,
positivo). Como el limite por la izquierda y por la 1 __,-’:
derecha no son iguales, entonces el limite no X 5%
existe. e e T T “%
i x+2 N . il s%\‘
Jdm - —3 = Noexiste : x tiende a 3 ~N
L
3 V- ; L\¥
4 1.“"
5 Umg
6 ic ld;
%
N

,
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PROPIEDADES DE LOS LIMITES

En los ejercicios anteriores, se calcularon limites mediante tablas de valores. En el siguiente tema se

estudiaran las propiedades de los limites y su correcta aplicacién, para obtener los resultados de

manera algebraica.

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

PROPIEDAD EJEMPLO
1. El limite de una funcién constante, cuando x tiende al lirré 7=17 lirr% 3=
X— xX—
valor “a” (x = a), es la misma constante.
7 .
llm5 5<% lim -5 =-5
. xX— — Z
limC=C *3
x—-a
2. El limite de la funcién identidad, cuando x tiende al valor lirré x=75 lirr% x=2
x— x—
“a” (x = a), es el mismo valor “a”.
limx=E lim x=-3
. 55 7 x—-3
limx=a x=7

x—-a

3. Si ¢ es una constante y f es una funcion, el limite del lin% 4x = (4)(lin% x) =4(2)=8
X— X—

producto de la constante por la funciéon, cuando x tiende a
lim 5x = (5)(lim x) =5(-3) =-15
un numero “a” (x — a) es igual al producto de la constante | *> 3 x> -3

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

¢ por el limite de la funcién. lim 8x = 8(lim x) = 8 (E) =2
3 3 5 5 I
x—)s x—>5 t \\
lim cf(x) = c lim f(x) D
x-a x-a Q (5
)
Juv

4.Si f y g son funciones, El limite de una suma o diferencia lims(3x2 + 2x)
X—

de funciones, cuando la variable “x” tiende a “a” (x — a),

r——
\6‘/:

\

, , , o , = lim (3x2) + lim (2x)
esigual ala suma o diferencia de los limites de las funciones. x5 x5

€
\&

<

cJ

= 3lim (x?) + 21lim (x)
x—5 x—5

7

7/

lim(f (x) + g(0)] = lim f(x) £ lim g(x)
x—-a x—->a x—->a _ 3(5)2 n 2(5)

- -~

[y

=
r L

=3(25)+ 10 = 75 + 10 = 85

A
///,.oc.\¢
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5. El limite de un producto de funciones f y g, cuando x )lcin}}(Sx)(Sx) = )lcirri(Sx) )lcirr‘l}(Bx)

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

“" ”

tiende a (x = a), es igual al producto de los limites de = 5(4)3(4) = (20)(12)

las funciones fy g . = 240

lim([f()g(®)] = [lim ()] [Lim g(x)]

6. El limite de un cociente (division) de funciones fy g | .= s5x—3  lim (5x=3)

ll ”

cuando la variable “x ” tiende a (x > a), es igual al | x»>22x+1  lim (2x+1)

cociente de los limites de las funciones f y g, siempre y
lim 5x— 11m 3 5(lim x)—lim 3

cuando el limite de la funcién del denominador sea | = =2 =
lim 2x+11m1 2lim x+11m1
X- 2 xX— 2 X2

diferente de cero.

I _5(2)-3 _ 10-3 _ 7
lim fx) :anlf(x) T 2(2)+1 4+1 5
x>ag(x) limg(x)
x—->a
Siempre que limg(x) # 0
x—->a
7.- El limite de una potencia n — ésima de una funcién f, lim (4x — 1)3 = [lim 4x — 1]3
X X
cuando la variable “x” tiende a “a” (x — a) es igual a la = [(4)(2) — 13
potencia n — ésima del limite de la funcién f. =(8-1)% = (7)3 = 343

lim[f(x)]" = [lim f(x)]"

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

8. El limite de una raiz n — ésima de una funcidn f, cuando lirré VIxZil= ’lirr%(sz +1) =
X X—

la variable “x” tiende a “a” (x — a) es igual a la raiz n —

SE

ésima del limite de la funcién f . lim 22 + lim1 = \/Zlim 222 + 1
x—2

x—2 x—2

l. n —n l'
Hm VS @) =7l S () =22 +1=2() +1=V8+1=
V9 =3

r——
\é

W\
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&

‘e
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LIMITE DE FUNCIONES ALGEBRAICAS.

Una funcién polinomial es aquella de la forma
— n n—-1 2 1
fX)=ax"+a,_ 1x"" " +--+ax* +a1x +ay

donde las constantes a; son coeficientes y los exponentes n, n — 1, ..., 2, 1 son siempre enteros

positivos.
Teorema. Sea f(x) una funcién polinomial, entonces

Lim f(x) = f(@)

Esto es, se toma el valor al cual tiende la variable x, se sustituye en la funcién y se realizan las

operaciones pertinentes.

Otros resultados importantes son los siguientes que se refieren a la continuidad y composicién de

funciones.

Definicién. Se dice que una funcién f es continua en un nimero "a" si

1) f(a) esta definido 2) chi_)nlllf(x) existe 3) ;lrln}zf(x) = f(a)

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

El teorema de limites que relaciona con la composicion de funciones establece que si L es el limite

{7

de g(x) cuando x tiende a a, y si f es continua en L, entonces el limite de la funciéon compuesta

L=
-3

f(g(x)) cuando x tiende a a es igual a f(L).

Condiciones del teorema:

r——
\é

W\

€
\&

1. Existe el limite de g(x) en x = a: es decir, lim g(x) = L existe.
x—-a

<

cJ

7

N
2. f es continua en x = L: esto significa que el limite de f(x) cuando x tiende a L es igual a f(L), P |§
48
es decir, lirri f(x)=f(L) N\
X—

-\C._
(4 C'.-‘.

7, ¢ \
eSS
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Formulacion del teorema: Si se cumplen las dos condiciones anteriores, entonces lim f(g(x)) =
x—-a
f(1im g)
x—a
o
Ejemplo: Encuentra el valor de lim (1 — 2x% — x3) 2
x—>—
g
Solucidn. Sustituir el valor de x = —2 en la funcién O
hm2 (1-2x2-x3=1-2(-2*-(-283=1-24)-(-8)=1-8+8=1 %
X—>—
w
(L)
Ll
=
Ejemplo. Halla el limite lim(x* — x — 2) o
Solucién. Sustituir el valor de la variable x = = en la funcién 2
’ o
3 =
1im(x3—x—2)—(l) —(1)—2—1—1—2—1—i—E B —2.375 E
vl \2 2 8 2 “ 8 8 8 8
: Z
=
o
o]
Ejemplos. Resuelve los siguientes limites. o
S
_ N
a) }Cl_r)l‘i 5=5 §
RN
b)limx=(7)=7 &
x—7 l u‘
Jun

o) lim(3x +10) = 3(5) + 10 = 15 + 10 = 25
X—

r——
'\\\\..é/:

d) llm(2x)3 (2(2)) = (4)% =64

€
<\

cJ

N
e) lim 5x3 —8x2 4 10x — 15 = 5(—1)3 — 8(-=1)2 4+ 10(=1) — 15 = 5(—=1) — 8(1) — 10 — 5\\~‘
x=-1 11
15=-5-8-10-15=-38 ;Q
A
f) limY8x = 3/8(8) = V67 = 4 U:__"t:
Iy
g)}ci_rgx/7x+21=\/7(4)+21=\/28+21=\/E=7 )‘:)J

,

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D



m‘l } I\ .\\\\3\ ' S .n s"d\\\\\\\ Eg%§ Emg!'.!.gmAW%!ON

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D

TACH

'=|J:)' ; SO
gﬁ /////t/ Y .e’.-/c/'/:./a‘\l\\\

10+5x _ 10+5(—-6) _ 10-30 _ 20

h) lim = = =—-—=2
P 6 x—4 —-6-4 -10 -10
2 2
o x%+8 (948 _ 16+8 _ 24
i) lim = =—=3
x—4 x+4 4+4 8 8

o
m
Vé v E
Limite de funciones racionales (limites S
indeterminados) E
Las funciones racionales son funciones de la forma f(x) = % donde p(x) y q(x) son funciones E
o
polinomialesy g(x) es distinta de la funcién cero. Al ser cocientes de funciones polinomiales pueden w
=
emplearse los teoremas de limites, pero tomando en cuenta algunas consideraciones, en particular (o)
el hecho de que el denominador de la funcién no se anule (no sea cero). 5
3]
TS g
3x+2 o é \\\ g

Ej . lim = : s
jemplo. Calcular el xgls — | s w
4 E <
Solucién. En este caso veremos la sustitucién fa) = 2212 § g
e mass p
algebraica de x = 0 en la funcién. \\ | 2
12 -2 Q‘\(O.q) ? 4 6 .
. 3x+42  3(0)+2 042 2 : N
lim——="_L === =_1 BAA E \
x=0 X—2 0-2 -2 -2 JNEE %
- I‘-..\‘

4 1 1 .
AWE | [
D
Jun
\)
Ejemplo: Evalua los siguientes limites ):
7
2 Q
it = W e g )t‘{-
X
NS
3 18

6x—7_65)—7_——7_ 9-7 e
b) lln:;l 8x+11 8(3)+11 —+11 T 12+11 Z ""'E
M
: U
o) lim ™ P+20-3 _ (1)*+2(1)-3 _ 1+2-3 _3-3 _ 0 _ 0 7
x—>1 4x—6 4(1)-6 4-6 -2 -2 Yy
6
N

,
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En todos los ejemplos anteriores en la funcién racional f(x) =%, al calcular el limite el

denominador q(x) es distinto de cero, solo basta con sustituir y hacer operaciones.

éQué se puede hacer en el caso cuando al calcular el limite en el denominador se obtenga valor

cero?

Veamos los siguientes ejemplos:

1-x

Ejemplo 1.- Calcula el il_r)rlz 2

Solucion. Sustituimos el valor de x = 1 en la funcién

i LTX _ 1 1-1
Al 1— a2 1- ()2 1-1

0
0
Sin embargo, las divisiones entre cero no estan definidas, por lo que resulta una indeterminacion;
para resolverlo es necesario tomar otro camino.
A este tipo de limites se le conoce como LIMITES INDETERMINADOS (g)

Para resolver este tipo de limites, debemos aplicar factorizacidon en alguno o en ambos miembros

de la funcidn racional, para poder eliminar la indeterminacion.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Aplicando la factorizacidn, se tiene lo siguiente:

(f"
I

_ (S
tim 3
p Jun

= lim _U-x) Cancelar términos del numerador y del denominador “\
x-1 (1+x)(1-x) )
o ga'
=lim Resolver el nuevo limite, sustituyendo el valorde x = 1 <)
x-1 (1+x) :‘-
1 1 1 1 §)\“
= lim =—=-=05 Por lo tanto, el lim X =05 P |\
x-1  (A+x) 1+1 2 x—>1 1—x2 ) {.“
IQ “
De manera lineal se puede resolver con los mismos pasos. utﬂ
]
ld;
1-x 1-x 1 1 1 i

[ — =1 =i —_—_— - = L/
Ef_'?} 1- 2 il_r,rll (1+x)(1—x) )lcz_r)rlz (14x) 1+1 2 0.5 5\5
N
N
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x2—x—6
x-3

Ejemplo 2.- Encuentre el linsg
X—

Solucidn. Sustituimos directamente x = 3

y x*-x-6 (3?-(3)-6 9-3-6 9-9 0
*3 x-3  3-3 0 0 0

S . o _, . .
Se trata de un limite indeterminado 5 asi que debemos factorizar donde se encuentre el termino

cuadratico, solo el numerador x%2 — x — 6.
De manera directa con la sustitucién y la eliminacion

i xz—x—6_l_ (x+2)(x—3)_1_ N —34goc
e i e Tl L G R

x2+x-6
x2-4

Ejemplo 3.- Calcular lirrzl
X—

Solucidn. Sustituimos directamente x = 2

. x*+x-6 (2))+(2)-6 4+2-6 6-6 0
A Tx2—4  (22-4  4-4 0 0

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

. . 0 . .
Es un limite indeterminado o procede a factorizar, en este caso el numerador y el denominador.

L
€l

—
C
P

. x*+x-6  (x+3)(x-2)  (x+3) 2+3 5
2 P-4 2B (x+2)(x-2) 2 (x+2) 2+2 4

r——
\6‘/:

\

€
\&

x%+4x-45
x2-17x+60

<

cJ

Ejemplo 4.- Calcula linsl
X—

7

7/

Solucion. Sustituimos directamente x = 5

- -~

[y

=
r L

x*+4x—45 (5% +4(5)—45 25+20—45 45-45 0

li = = = =—
Al x?>—-17x+60 (5)?—-17(5)+60 25—-85+60 85—85 0 —=
.y;
Es un limite indeterminado, se tiene que factorizar el numerador y el denominador para eliminar la 'S:)J

,

indeterminacion.
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De manera directa utilizando la factorizacién y la eliminacién

_ x2+4x—-45 = (x-5x+9) . (*x+9 5+9 14
lim —————=1im im = = =—
x-5 x2—17x+60 x-5 (x —5)(x — 12) x5 (x—12) 5-12 -7

LIMITES DE FUNCIONES RADICALES

Al evaluar un limite que involucre una funcién radical, se usa la sustitucion directa para saber si este
limite puede ser evaluado siempre que sea posible. De no ser asi, es necesario explorar otros

métodos para evaluar el limite.

Ejemplo. Halla los valores de los siguientes limites.

En estos dos casos solo se sustituye el valor de x algebraicamente.

a) lim \VOx ¥ 18 = lim VOx +18=./9(2) + 18 =V18+ 18 =36 =6

x2-8 _ [3(0)2-8 _ [3(0)-8 _ ’E_ -8 _ [8 _
b) }cl—>0\/x 1 _\/ 0)-1 _J(o)—1 - 0—1_\/:_\£_\/§

Al sustituir directamente se observa que no presenta ningun problema en su solucién.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

El ejemplo siguiente muestra un limite donde se produce una indeterminacidn, lo cual habrd que

=
=

€
&

<

cJ

eliminar algebraicamente para poder calcularlo.

\

7

7/

x—4
4 Vx-2

Ejemplo 1.- Encuentra el valor de llm

- -~

[y

=
r L7

Solucidn: Sustituimos algebraicamente el valor de x = 4

x—4 4—-4 0 0 =

lim = — — &N
x4 \[x — 2 \/_ 2 2—2 0 )]
N

,
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Es un limite indeterminado. Para resolverlo, se utiliza la racionalizacién, es decir, multiplicar la
expresion (tanto numerador como denominador) por el conjugado del término donde aparezca la

indeterminacién. Veamos como:

lim x—4 Multiplicar por el conjugado de vx — 2, es decir,
x—4 [} — 2 VX +2
= lx1£n>4 \;;__42 (://_i::: 2) Multiplicar de manera lineal
Multiplicar en el denominador (Vx — 2)(vx + 2)
. (x — 4)(\/; + 2) Aplicar binomios conjugados
X (Vx —2)(Vx +2) (a+b)(a—b) = a® — b?

(VF-2)(Vx+2) = (V&) - @ = x4
Hacer operaciones

(V) =x

(2)? =4

i (x —4)(Vx +2)

= (VR - @

IR D

Observar términos iguales para eliminar
xX—4 (x—4)

= 1;_11)14 Vx+2= Sustituir el valor de x = 4 en el nuevo limite

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

lirrh\/E+2=\/Z+2=2+2=4 Por lo tanto, el lim = = 4
x—

x —
x—4 VX-2

(o

=
ce

. - X
Ejemplo 2.- Encuentra el valor de l;il(l) i

r——
\6‘/:

\

€
\&

Solucién: Sustituimos algebraicamente el valorde x = 0

<

cJ

7

o
7/

x 0 0 0 0

=0 x+1-1 V0+1-1 vi-1 1-1

- -~

[y

=
r L

Es un limite indeterminado, para resolverlo, procedemos como el ejemplo anterior.

A
///,.oc.\¢
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i Multiplicar por el conjugado de vx+1—1, es
im
=0 Vx + Viti-1 decir Vx +1+1

i x (\/x+ +1>
=lim
=0 Wx+1—-1\vx+1+1

Multiplicar de manera lineal

Multiplicar en el denominador

(Vx+1-1)(Vx+1+1)

. OWx+1+1) o .
= Aplicar binomios conjugados
gt (Vx+1-1)(Vx+1+1) ,
(Vx+1-1)Vx+1+1)=(Vx+1) —(1)?
=x+1)—-1=x
e (x)(\/DT + 1) Observar los términos a eliminar
- xl—>0
= lxl_r% vx+1+1 Sustituir x = 0 en el nuevo limite
lim Vx+14+1=v/0+14+1=V1+1 Por lo tanto, el lim ——=— =2
x-0 \/x+ -1

=1+1=2

LIMITES INFINITOS

Se conocen como limites infinitos a aquellos que crecen o disminuyen indefinidamente, conforme la

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

variable dependiente se acerca a cierto valor por la derecha, por la izquierda o por ambos lados.

{7

LS

. .z 1
Consideremos la funcién f(x) = — s

—
C
P

. 1
y calculemos el lim —
x-—-1 x+1 2

=
=

€
&

<

cJ

\

B E = -2 0 2 4 6 [

7

-@-~
7/

[y

=
r L7

(3
%

Al tomar valores cercanos a x = —1 por la izquierda, la funcidon decrece indefinidamente y al

L~/
WS

acercarnos por la derecha obtenemos valores positivos cada vez mayores.
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1 1
f=1.0001) = =566751 = Zo.0001 ~ 10000
—0.9999) = = =1
f(=09999) —-0.9999+1 0.0001 0000
Podemos decir que: lim L= y lim — =+

x—-—1" x+1 -

Por lo tanto, el limite NO EXISTE.

LIMITES AL INFINITO

Un limite al infinito es aquel que se obtiene de una funcidn al aproximar la variable dependiente con
valores cada vez mayores, tanto en sentido positivo como negativo, esto es, la variable tiende al

infinito positivo (+) o infinito negativo (—o0).

Algunas funciones tienen la propiedad de que cuando se toman valores muy grandes de x tanto por

la derecha como por la izquierda, la funcidn se acerca a un valor fijo.

. o . 1 . 1
Sin es un entero positivo, entonces lim — =0y lim — =0
xX—>—00 X xX—>+00 X

Esto significa que el limite de una funcion —n €s cero cuando se x tiende a Infinito (o) o menos

infinito (—o0).

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

""_.'“
(X

—
C
P

Este resultado se extiende cuando

I

(=]
r——=
. \é

. K . 1 . K . 1

A = Rl = k@ =0 i = Rl = kO) ) =

) y

N

N

El método para trabajar con este tipo de limites consiste en dividir los términos de la funcién entre ’ 1\“
a

las variables con el exponente mas grande, se realizan los ajustes algebraicos pertinentes y luego se N\

aplica el resultado mencionado al inicio de este apartado.

N (=
///,.oc.\¢ M.\‘f.r-':"
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Ejemplo 1.- Calcular lim ————
X—00 2—-5x

|]:) y
g@gﬁ /////t/ b r.r.- /(/'//. /4‘\\\\\

La potencia con el mayor exponente tanto en el numerador como en el denominador es x3.

g x%—4x+5 .
i X2 —4x+5 Dividir  ———~ entre la potencia de mayor o
— —_ 3 —-—
x-e 2= 05X exponente, en este caso es x°3 g
Dividir de acuerdo con las leyes de los exponentes g
x? 4x 5 , g
. ox3 x3 X3 LAV R —4x2=2 S5
=l i T Y-
BT _ 2 52 _ o o _ =
; - ; ) F =5x"=5 g
1 5 w
Cx k2t . - ] =)
= lim entificar los términos de la forma —
l 5 Identificar los t delaf o o
X—00 F _ 5 z
O
1 iz 53 Aplicar el siguiente resultado: 2
= lim T XX o o
Xoe0 & ¢ lim —=0 -
x3 x—>+00 X n
11}
. 0-0+0 s ., . <
= )glm —— Simplificar la expresién y calcular el nuevo limite .
—00 —
=
0 0 2_
lim = = = =0 Por lo tanto, el limite lim= :{:5 =0 g
X—00 — — X—00 -
o
S
X
I
t'v\)
Ejemplo 2.- Calcular lim—=1 t‘l.:i
0 25213 Jv
W\
Dividir —=L_ entre Ia potencia de mayor \“;’
V2x2-5x+3 =
‘ *
lim x+1 exponente, en este caso es x2. )‘%
— 2 &
PV2x* - 5x+3 Dentro de la raiz se divide entre x? y fuera de la §)\\.
N
raiz entre Vx2 = x ’ R
T\
x 1 Dividir aplicando las leyes de los exponentes ﬁ'q“
x, 1 D
_ lim—X X r_q 11 2,0, |
x>0 [242 By 3 x ’ x x x2 yo"
2 2t 5x i 3 R4
—_— = 5x = - - = Q »
x2 x xz  x2 3 &
N
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ig’gT Identificar los términos de la forma o
’2 X + 22
1 +% Aplicar el siguiente resultado:
A :
X—00 : —_
1/2—;+x— dm_ =0
1+0
lim —— Simplificar la expresidn y calcular el nuevo limite
x>04/2—-04+0
1 1 x+1 1
— = Por lo tanto, el limite lim ——— = —
m =7 A vt 2

LIMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES.

Las funciones trascendentes son aquellas que no pueden ser representadas por una ecuacion
polindmica, es decir; su regla de correspondencia no es algebraica. Se clasifican en funciones

trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

Limites de Funciones Trigonométricas

Algunas identidades que son de gran apoyo para resolver los problemas de limites de funciones

trigonometricas son las siguientes: IDENTIDADES TRIGONOME’TRICAS
1

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Sen g — T _ Sen6 Lb\)

enY = sco ME=Tos 6 *

)

Cos§ = — Cot o = 2050 Juy

08 " SecH ° ~ Sen6 \“\\

T )

Tan @ = sen®x+ cos’x =1 =

an Cot 0 gﬂ

1 v

Cot O = 1+ tan’x = sec’x W

0 Tan 0 5\\
11U

1 » “

Sec 8 = 1+ cot?x = csc®x v "&
Cos 6 Q“

\ \

CscO = ! senxcscx =1 Y

5¢Y = Seno :;{-f

cosxsecx =1 tanxcotx =1 "fJ

S

,
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Resultaran utiles también los siguientes limites, ya que en ocasiones se necesitardn para resolver

otros:

. senx ,  1-—cosx
lim =1 li =
x-0 X x—0 x

Ejemplos: Resuelve los siguientes limites

a) lirglnsenx = sen (3_7:) =-1

2
xX—=
2

b) }cgl}Tx Cosx=(m)cos2 (m) =(m)(1) =n

o) lim 12 _ 12 __12 _ 12 _12_ .
x—0 2 Ccos 4x ~ 2cos 4(0) ~ 2cos (0) - 2(1) T2 7
1 1
d) lim Cot? x = Cot? (E)z — = — —~=3
x-% 6/ tan?(g)  Tan (g)ran (3)

1

o . 1 .
Se aplicé la identidad cotx = —. € consecuencia cot?x =

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

tan? x
e) lim kdidd Se aplica la identidad de Tan x = senx
x—0 tan x cos x
. senx . , .
= lim — Aplicar la regla del sandwich agregando 1 al numerador
x—0 cosx
senx 4 \\
o " . . : O
= lln(')-_senx Multiplicar extremo por extremo y medio por medio \\ (63
x= cosx u‘
Juy
= lign% Cancelar términos en el numerador y denominador \“\\
xX— .
= lim oS X \ Yorr]
x—0 1 J{:
X
= lirr& cos x Sustituir el valor de x = 0 en el nuevo limite ~N
p g
L
R
= limcosx = cos(0) =1 Por lo tanto, el lim —— = ¢
x—0 x—0 tanx “‘
g
l‘ﬁé
75
%
N

,
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LIMITES CON LA EXPRESION Lim Se;” 1
. ., 3sen2x
Ejemplo 1.- Resuelve lim
x—0 5x
Solucion. lirr& 3 Szzzx =3 SZ?OZ)(O) =3 Se(r)l © _ ? =-  “Limite Indeterminado”
X—
3 sen9x L .
im : Multiplicar por 9 en el numerador y denominador.
x—0 X
~ 9(3sen9x) L
= lmW Acomodar los términos con tal que aparezca 9x
x—0 X
9(3)sen 9x
= lin(%(S)(Tx) Multiplicar == ( ) =
X—
. 27sen9x L
llgnw Separar la constante del limite
X—
I. . senx — 1
27 = sen9x Aplicar gcl—rf(% x
= im
T 5 a0 Ox En nuestro caso lim 222% = 1
x—0 X
= 27 —_lim sen 9x = 2(1) = 2 Por lo tanto, lim 250% = 27
5 x>0 9x 5 5 x50 5x 5
. . 4sen®x
Ejemplo 2.- Resuelve lim ———
x—0 x
2 2
Solucion. lir{)lllsexn = 456(7;) © - @ = % “Limite indeterminado”
X—
~ 4sen’x )
lmé Separar solamente Sen“x = sen x sen x
x— x

4 senx senx

Acomodar los términos con tal que aparezca

llm sen x
x—0 X
X
S n x . . ’ .
lirré(4 senx)( ) Aplicar las propiedades de limites
x—
sen x senx
4)(li li Aplicando lim =1
(4)(lim senx)(lim ——) P tum—
sen x 4sen®x

= (4)(£% senx) (ill’)fé ) =4sen (0)(1) =0

Por lo tanto, lim =0

x—0 X

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D
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Limite de Funciones Exponenciales.

En los primeros casos solo es de sustitucién directa
Ejemplo: Resuelve los siguientes limites

a) li}gzex =e?

b) Lim log(x* —9) =log ((5)* —9) = log(25 —9) = log(16)

¢)lim2*1=23"1=22=
x—-3

4

REPRESENTACIONES DE LIMITES DE FUNCIONES EXPONENCIALES.

Podemos aplicar los siguientes limites

(1) =

Resolvamos algunos ejemplos para aplicar estas propiedades

(1 41 )x+2

Solucién. Debemos llevar el limite lim

1 1
lim liml+x)=e lim(1 + kx)x = e*
X—00 x-0 x-0

Ejemplo: Resuelve lim

X—00

alaforma lim

X—00

(1+3)" (1+3) =e

x+2

X—00

1 .

lim (1 + —) Aplicar la ley de los exponentes
X

X— 00

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

7/,

—~

2
Utilizar lim

X—00

lim

X—00

= lim

X—00

(1+§)x=eysu

(1+5) tm(1+3)

L. 1
stituir lim==0
x—co X

LS

—
C
P

x 2

(1+%) i‘lﬁ(”%) — (e)(1 + 0)?
=(@)*=(e)1) =e

= llm ) 1 x+2
x—00 Por lo tanto, lim (1 + ;)

X—00

=
=

e

\

\
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Ejemplo. Resuelve lir{)z(l +x)=x
X—

|]:) y
g@gﬁ /////t/ . r.r.- /(/'//. /4‘\\\\\

4 1
Solucién. Debemos llevar el lin&(l + x )x alaforma lirr(%(l +x)x=e¢
X— xX—

4

lim(1+ x)x Aplicar las propiedades de los exponentes

x—0
1,4 1

= (lim(l +x )E) Aplicando lirr&(l + x )x = e tenemos
x—0 x—
1\ 4 4
= (lim(l +x )E) =(e)* =e* Por lo tanto, lirg(l +x)x=e*
x—0 x—

3
Ejemplo. Resuelve lirg(l + 3x )
X—

3 1
Solucién. Debemos llevar el lirré(l + 3x )x alaforma lirré(l + kx )x = e*
x— x>
3
lim(1 + 3x )x Aplicar las propiedades de los exponentes
x—0
133 1
= (lim(l + 3x )E) Aplicar lim(1 + kx)x = e¥ conk = 3
x—0 x—0
133 3
= (lim(l + 3x )E) =(e3)3=¢"° Por lo tanto, lirg(l +3x)x=¢e°
x—0 x—

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

m Estudio independiente. jPara saber mas!:
| B

CE

En el siguiente vinculo o con el cddigo QR EJERCICIOS DE LIMITES podras acceder facilmente a

r——
\6‘/:

\

N -
&

‘e

lecciones de cdlculo de limites, utilizando el concepto intuitivo de limite y cdlculo de limites de

7
G

N
funciones, entre otros temas, presentando ejemplos interactivos ideales para usar y practicar en ’ ,\\\
3\
- . 4 &
clases, hacer tus tareas o actividades autodidactas. "' \,
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A continuacion, se presenta un problema de aplicacién de limites.

Ejemplo. La Federacién de caza de cierto Estado de la Republica Mexicana, introduce 50 ciervos en

10(5+3¢)
1+0.04t

un area protegida. Se cree que el nimero de ciervos crece siguiendo el modelo N(t) =

donde t corresponde al tiempo transcurrido. ¢A qué valor tiende la poblaciéon cuando el tiempo

crece indefinidamente?

Solucién. Para dar respuesta a la pregunta, se debe calcular el limite de la funcién N(t) cuando el

tiempo t tienda al infinito. Esto es, calcular el limite tlim N(t),
—00

. . 10(5+3t . 50+30t
limN(t) = lim 2265+30 _ —
t—oo t—ooo 14+0.04¢t t—oo 1+0.04t

Dividimos todos los términos entre la potencia de mayor exponente, en este caso es t

s
lim N () = lim 25 g
i o

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Aplicamos las propiedades de los limites,

(f"
I

50 . 50 . 50 . (S
— + 30 lim T + 30 llmT + lim 30 \UI
lim N(t) = lim £ = Lo R Jux

1 =71
oo toe 2+0.04 lim (? +0. 04) lim = + lim 0. 04

t—oo t—oo t—oo

\

=

W\

. - . 1 .
Haciendo uso del siguiente resultado: lim — = 0, se tiene que:
x>+ X

~J 7, [y
GRNE

_ 0+30 30
limN(t) =

= =750
t—ooo 0+0.04 0.04

P
C

=
r L

Por lo tanto, cuando el tiempo t crece indefinidamente, habra una cantidad de 750 ciervos.

\&
N

\
K0,
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@ Limite de Funciones

o
m
<
INSTRUCCIONES: Organizados en binas, resuelvan los ejercicios planteados. Realiza las operaciones (3 )
en tu libreta de apuntes y asegurate de revisar tus respuestas antes de entregar la actividad. a
1]
Parte 1. Calcula el siguiente limite por medio de aproximaciones por la izquierda y la derecha. E
2 (L)
x“—1 w
lim Por la izquierda Por la derecha =Y
x -1 X— 1 o
x ) x> -1 x ) x> —1 -

x) = x) =
Parte 2. Calcula los f v —1 f 1 9
siguientes limites, via 0.95 1.05 2
o . O
factorizacion. Realiza las 0.96 1.04 S
operaciones en tu libreta. ﬂ
0.97 1.03 q
0.98 1.02 z
0.99 1.01 g
o
x— 1 x -1t <
N
Operaciones Resultado §
2 he
xc—1 (G
lim = *‘\m
x-»-1x+1 uu\.

x
l
|
n
=
= N
+ | |
Ul N
Ul
Il
=
—
=

) =
x“+4x — 21 5?
9161—{2 x—3 ‘J

‘e

7
2

xi—'
&5
=
N
|
[N

|

=/,

P
C

=
£/

lim x2—11x + 30
e xZ —13x + 42

A0
//.6‘:'. <

7/
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Parte 3. Calcula los siguientes limites que presentan la forma indeterminada 0/0 via racionalizacidn.

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

Si no alcanza el espacio, realiza las operaciones en tu libreta

Operaciones Resultado

Parte 4. Calcula los siguientes limites en el infinito de funciones racionales y trascendentes. Recuerda
que las funciones sin x, cos x, tan x, e*, In x son funciones continuas en sus dominios. Cuando el

resultado sea directo justificarlo con un argumento.

Operaciones Resultado

i 3x2—6x+5:
x—o  x3 —2x
3x?+2x
Ao 2xt—x+9
o o 4x+2
:}I—IBon—B

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f“
T

Operaciones Resultado l‘\ (54
lim sin2x _ HG‘\.‘
x—0 X \ \
lim cosx = \“\,
X—-T =
lirr71T tan x= 5?
Ly aY,

7

Parte 5. Resuelve los siguientes problemas contextualizados de limites. \\\
4N

El nimero de individuos (en millones) de una poblacién, esta expresada por medio de la "'Lt.
funcion: ut‘l

30 + 8x2 . :Ldlb

glx) = Zrort 1 x en afios yo-.

¢Qué pasa con el tamafio de la poblacidn al pasar un tiempo muy grande? 'S:)‘g

N
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Progresion 3

Analiza la definicién formal de derivada a partir del planteamiento de una situacién-problema
significativa para el estudiantado que evidencie la variacion de una recta secante a la recta tangente,
con la cual se puedan obtener las reglas de derivacién para calcular derivadas de funciones,

empleando en caso de ser necesario recursos tecnolégicos.

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias

CiM1. Ejecuta calculos vy

algoritmos  para  resolver S1. Elementos aritmético-
problemas matematicos, de las algebraicos

ciencias y de su entorno.

Cims3. Comprueba los S2. Elementos geométricos
procedimientos usados en la C1. Procedural

resolucion de  problemas

utilizando diversos métodos, S3. Elementos Variacionales.

empleando recursos ]
tecnoldgicos interaccién con _54- Manejo de datos e
sus pares incertidumbre.

C2M1. Observa y obtiene
informacion situacion o}
fenédmeno para estrategias o
formas de visualizacion que
ayuden a entenderlo.

C3M1. Selecciona modelo
matematico por la pertinencia
de variables y relaciones para
explicar una situacion, S1. Uso de modelos
fendmeno o resolver un
problema tanto tedrico como
de su contexto.

C3M3. Aplica procedimientos, | C3. Solucién de problemasy

C2. Procesos de intuicion y

. S3. Pensamiento formal
razonamiento

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

r——
\é

técnicas y lenguaje | modelacién =
- 2 N4
matematico para la solucién de <
. . . v

problemas propios del S3. Estrategias heuristicas vy \\)\
pensamiento matematico, de ejecucion de procedimientos 5\\\‘
areas de conocimiento, no rutinarios. ’ I{.“
recursos sociocognitivos, "' )
recursos socioemocionales y ?u‘
de su entorno. ]
=

5

A2

N

N

LY.
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,E' Lectura: Definicion de la Derivada.

¢Te has preguntado alguna vez qué tan rapido crece una planta,
a qué velocidad acelera un auto o cdmo cambia la temperatura
a lo largo del dia? Todas estas situaciones tienen algo en
comun: el cambio. Como podemos observar en las diversas
situaciones que vivimos en el dia a dia, las matematicas tienen
un papel fundamental del porqué pasan las cosas.

El cdlculo tiene una herramienta poderosa para describir estos
cambios con precisidn. Hoy vamos a descubrir cémo, a través

del concepto de derivada, podemos medir y entender esos
cambios en la vida real.

Imagina que estas caminando por una montafia y anotas cada 5 minutos qué tan alto has subido.
Notas que a veces subes rapido y otras veces despacio. Si calculas la diferencia de altura entre dos
puntos y la divides por el tiempo transcurrido, obtienes tu velocidad promedio. Esto es lo que se
llama una razén de cambio promedio.

Podemos observar que en la vida diaria se determinan cambios en diversas situaciones de tipo
natural, econémico, social, etc., variaciones en las que algunas magnitudes que tienen cambio, como
pueden ser la temperatura, el volumen de un fluido, la carga eléctrica, una poblacién de bacterias y
la velocidad de objetos o personas.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

Ahora, te has preguntado ¢ Qué pasaria si quisiéramos saber qué tan rapido vas exactamente en un

7%

LS

instante especifico? Para eso necesitamos una herramienta mds precisa: la derivada.

—
C
P

Derivar una funcién significa encontrar su tasa de cambio o pendiente. Es como ver qué tan rapido

"

<

‘e

\

sube o baja una curva en un punto. Las derivadas se usan para entender el movimiento, el

crecimiento o la disminucién en muchos contextos: fisica, economia, biologia, etc. Recordemos pues

7
G

=/

que, existen reglas de derivacidn de ciertas formas normales que se presentan con frecuencia, las

cuales se presentan en la siguiente tabla:
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LS TACH
CR
SSIAONN/ON Bass

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

=1::5 ; SO
S@EBATJ:A; /////t/ b r.r.- /(/'//. ﬁ‘\\\\\

FORMULA ENUNCIADO ‘ EJEMPLOS ‘ SOLUCION
d
y=5 | 2= ()_0
L) =0 dx
dx La derivada de una
Derivada de una
constante (numero) (o]
constante n
Donde c es siempre sera cero. y=-20 dy _ (_ 0)=0 g
cualquier dx 3
numero a
Derivada de una La derivada de una %
iabl d iabl W
variable con — @) =1 variable con Jox dy i =1 )
respecto a si respecto a si misma dx dx g
misma es la unidad. o
=
dy d O
& 3]
La derivada del d 8
d producto de una| Yy=2x = Zd—(x) =2(1) S5
E(cu) X o
Derivada del constante por una =2 :
producto de una = ca(u) funcion es igual al g
constante por producto de |Ia dy i(—3x) g
una funcion Donde: constante por la dx  dx o
c=constante |derivada de la| y=-3x =-3 Ix x) §
u = funcién funcion. — _3(1) = -3 §
&
O
La derivada de la @: Z @ JU\‘
) dx \\\
potencia de una d X
. _ = (x371) =
variable de y=X d gg
exponente constante = 3(x?) = 3x? a2
Derivada de la §\)\,
d es igual al producto ~
potenciade una | — x™ = nxn-1 111
dx del exponente por la dy d 4 4 ‘-%
variable dx a( x*) ¢
variable elevada a su UE;;
]
exponente y=-x = —4— (x* 1 =
o 75
disminuido en una = —4(x3) = —4x3 )
. I3
unidad. Q

DENZ SRR=ErIEN X SRR EE BB R IMNIE DA



TAGH

STANERTINN sass eoucacion 83 e E7 /02
//! | TPV1-SA1-ACTO03. Problemario.

/.‘ ;

@‘ Instrucciones

Resuelve en binas o en triadas el ejercicio siguiente de acuerdo con la informacién de la tabla Q
anterior. g
g
(8]
REGLA FORMULA EJEMPLOS SOLUCION g
2
d y =-100 g
- — 0
=(© ©
Derivada de una 3
constante
Donde c es 4
y=3 0
cualquier 2
numero g
Derivada de una ﬂ
variable con d ;
—(x)=1 y=x
respecto a si dx ) >
o
misma 2
S
Derivada del i(cu) y=7x §
producto de una dx ‘E%
constante por una = Ca (w) R\L‘"
J\
funcién y=—4x \“\\
5«‘
=X \)
Derivada de la y %
potenciadeuna | — x™ = px™1 ’ "_\
dx 'g )
variable s Q“
y=—-x umb
lﬁé
Z,
O
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~7«_Instantaneous
tInstantareous velocity
n

Secant

\L\verage velocity
rate b change over interval

Distanctraeled
— -~ w N o - ~ (4] o]

L ik L i »
0 1 3 0 20 10 8 150 100

Tiempo

Imagen realizada en Gemini

La razén de cambio mads frecuente es la velocidad, que se calcula dividiendo un trayecto recorrido
por una unidad de tiempo. Esto quiere decir que la velocidad se entiende a partir del vinculo que se
establece entre la distancia y el tiempo. De acuerdo con como se modifica la distancia recorrida en
el tiempo por el movimiento de un cuerpo, podemos conocer cudl es su velocidad.

Hemos visto que la pendiente de la recta tangente y la velocidad instantdnea son manifestaciones
de la misma idea; ademas de que el crecimiento de una planta es la tasa de cambio de la altura con

respecto al tiempo, la velocidad de disolucidn de quimicos, la densidad de un alambre para realizar

trabajos.

La velocidad de un vehiculo es la tasa de cambio de la distancia con respecto al tiempo, son otras
versiones del mismo concepto bdsico. En cdlculo se estudia este concepto con el nombre de

derivada, el cual afiadiremos a funcién y limite como una de las palabras clave del calculo.

Definicién: La derivada de una funcién f es otra funcién f’ (Iéase “f prima”) cuyo valor en cualquier
numero x es La derivada de una funcidn es un concepto matematico que describe la tasa de cambio
instantanea de la funcidn respecto a su variable independiente. Formalmente, la derivada de una
funcién f(x) en un punto x = a se define como el limite de la tasa de cambio promedio de la funcion

cuando el intervalo se aproxima a cero. Esta definicidon se expresa matematicamente como:

Donde:

f’(a) : es la derivada de la funcién f en el punto a

h : es un pequeno incremento en la variable x

JENZ SRe=EIRER T = Er RIS Wa¥rR LIkt

7'(a) =

€=

COBATAB
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Como te dards cuenta, la pendiente de la recta tangente vy la

velocidad instantanea son manifestaciones de la misma idea
bésica. Si este limite existe, decimos que f es derivable en x.

Determinar una derivada recibe el nombre de derivacion.

Como ya vimos en Pensamiento matematico lll, la razén de
cambio instantanea es la medida que nos indica como se
modifica o cambia una variable en relacion con otra. Se trata de
la magnitud que compara dos variables a partir de sus unidades
de cambio. En caso de que las variables no estén relacionadas,
tendran una razén de cambio igual a cero (0).

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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L=
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h—0
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fla +h) -f(a) : es el cambio en el valor de la funcién cuando x cambia de a a a+h

}lirr(l) : es el limite de la funcién cuando h tiende a 0
-

Regla general de derivacion (regla de los 4 pasos).

Si

dy y Ay
dx Axr—I>10 Ax

Entonces

dy _ . fO+ A0~ f()
im
dx ~ ax-0 Ax

Primer paso:  Dar a x un incremento Ax, y calcular el nuevo valor de la funcién y + Ay.
f(x+ Ax)

Segundo paso: Restar algebraicamente la funcidn original a la funcién incrementada y simplificar,

para hallar asi Ay.

fx+Ax) — f(x)

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

f}_

Tercer paso:  Dividir la expresion Ay entre Ax y simplificar algebraicamente, teniendo asi la razén

LS

de cambio.

—
(g
-

flx+Ax) — f(x)
Ax

=
=

€
&

<

‘e

\

Cuarto paso:  Calcular el limite del cociente anterior cuando Ax tiende a cero. El limite asi hallado

7
G

=,

es la derivada buscada.

P
C

=
r L7

y [+ Ax) — f(x)
m
Ax—0 Ax

U

K 4
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Ejemplo de una funcion utilizando la regla de los 4 pasos.

Vamos a encontrar la derivada de la funciéon f(x) = 2xX + 3 usando la regla de los cuatro pasos.
Paso 1: Formular f(x + Ax).

Como f(x) = 2x + 3 es una funcidn lineal, entonces, el valor es

f(x +Ax) = 2(x + Ax) + 3. Se multiplican quedando

=2x+2Ax+3

Segundo Paso (Restar): Calculamos Ay = f(x + Ax) - f(x)

flx + Ax) — f(x).

Ay = 2x + 2Ax + 3 — [2x + 3] Se multiplica el signo por la f(x)

Ay = 2x + 2Ax + 3 — 2x — 3 Se suman y restan los términos semejantes.
Ay = 2Ax

Tercer Paso. Dividir la expresion Ay = f(x + Ax) - f(x) entre Ax

flx+Ax) — f(x)
Ax

= Se coloca el resultado del paso 2. Ay = 2Ax.

2A

A—; = Se eliminan los Ax. quedando como resultado 2.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

f}_

Cuarto paso: Calculamos el limite.

LS

f&x+Ax) — f(x)
m

—
(g
-

colocando los resultados de los pasos anteriores.

r——
: \..é/:

\

&
&
N
\&

<

‘e

7
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Z"//: Reforzando los conocimientos.

Aqui podras encontrar ejemplos resueltos de funciones cuadraticas y cubicas.

P
C

=
r L7

~ &= e
4

v

Funcion , Funcidn cubica N )

iEscanéame! jEscanéame! >
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Ejemplo aplicado.

Un automovil inicia su recorrido desde el reposo en una carretera recta. Su posicién en metros
respecto al tiempo (en segundos) estd dada por la funcién f(t) = 4t2. Un grupo de ingenieros
necesita conocer no solo la velocidad media del auto en ciertos intervalos, sino también su velocidad

exacta en un instante especifico.

a) ¢éCoémo podrian estimarla, y qué herramientas matematicas necesitan para calcularla con
precisidon?
b) ¢Qué sucede con la razén de cambio al hacer At=>0?

Solucion:
Paso 1: Comprender el problema

e Como observamos en el problema, el automdévil parte del reposo, lo que significa que
inicialmente su velocidad es 0.

e Su posicidn (en metros) esta dada como funcion del tiempo (en segundos).
e Nos piden dos cosas:
1. Velocidad media en ciertos intervalos.
2. Velocidad exacta en un instante especifico (es decir, velocidad instantanea).

Paso 2: Calcular la velocidad media.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

La velocidad media en un intervalo de tiempo se calcula con la formula:

SE

_ft+Ae)-f ()
Umedia _A—t

Usaremos esto para estimar la velocidad media en el intervalo de t = 2 a distintos valores cercanos.

r——
\é

S
At

‘e

e |Intervalodet=2at=3

7
G

N

_fa+an-f@ , _ - 1IN

Umedia = At = Usamos la férmula anterior y sustituimos los valores de t : {_“
"

2 2 ?“

4(3)" —4(2) . . Y

Umedia = —3-7 = Realizamos las elevaciones al cuadrado. ?‘E

R

_4O) -4 _ . 3%

VUmedia = — - Realizamos las multiplicaciones. %
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VUmedia = 1 = Realizamos la resta.

Umedia = T =20/

e Intervalodet=2at=2.5

f+A0) - f@®)

Vmedia = AL = Usamos la férmula anterior y sustituimos los valores de t

4(2.5)* — 4(2)*
Vmedia = = Realizamos las elevaciones al cuadrado.

25-2

4(6.25) — 4(4)

Umedia = 05 = Realizamos las multiplicaciones.

25-16

Vmedia — T = Realizamos la resta.

9
Umedia = 05 =18M/g

e Intervalodet=2at=2.1

ft+AD) - f®)

VUmedia = AL = Usamos la férmula anterior y sustituimos los valores de t

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

4(2.1)% — 4(2)*
VUmedia = = Realizamos las elevaciones al cuadrado.

21-2

7

4(4.41) — 4(4)

Umedia = 01 = Realizamos las multiplicaciones.

7%

L=
-3

17.64 - 16

Umedia = — > = Realizamos la resta.

0.1

=
=

€
&

<

cJ

\

1.64

Umedia = =16.4"M/s

0.1

7

=,

Paso 3. {Qué sucede al hacer At = 0?

P
C

=
r L7

Como ya vimos en Pensamiento Matematico lll, la velocidad instantanea es el limite de la velocidad

media cuando At->0. Es decir: =:
4

WAGTOESI0) ‘{:’

_ - N

U(t) At—>0 At \\
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A esto se le conoce como la derivada de la f(t) con respecto a t.

Entonces, derivamos la funcién dada en el problema f(t) = 4t? usando la regla de la

. . d -
derivada de la potencia Ev" = nv" 1L

d

—(4t?) = 4(2)t> 1 =38t

dx

Calcula la velocidad instantanea cuando t = 2
8t =8(2) = 16m/s

Podemos entonces para calcularla con precisidn la velocidad usamos el concepto de limite y la

herramienta matematica de la derivada.
Cuando At->0, la velocidad media se convierte en velocidad instantanea:

Representemos esta funcion para conocer el movimiento de este.

s(t) = 4t* At —0
30+
ol Recta secante Sy

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Propdsito.

Resolver el problema aplicado de la definicion de derivada utilizando recursos tecnoldgicos.

Instrucciones.
Resuelve el ejercicio siguiente de acuerdo con la lectura de Razdn de cambio (progresion 3).

Producto esperado

Ejercicio resuelto.

Tiempo estimado

100 minutos

Materiales sugeridos:
Guia del estudiante impreso o digital.

Ejercicios.
Libreta.

Un equipo de jévenes del COBATAB esta disefiando un sistema de control para un dron que sube
verticalmente. La altitud del dron (en metros) con respecto al tiempo (en segundos) esta dada por

la funcion:

h(t) = 3t? + 2

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Para garantizar la seguridad y eficiencia, se necesita calcular la velocidad exacta del dron en distintos

{7

momentos del ascenso. Primero estiman velocidades promedio entre intervalos cortos, pero se dan

L=
-3

cuenta de que necesitan una herramienta mds precisa.

=
=

€
&

<

cJ

a) ¢éCoémo pueden obtener la velocidad instantanea en un momento exacto?
b) ¢Qué concepto matematico puede ayudarlos?
¢) Modela la trayectoria de este para conocer el cambio en la trayectoria.

\

7

7/

RECURSOS DIGITALES:

[y

=
r L7

A
///,.oc.\¢

GeoGebra Desmos

DESZSRR=ERIE X SR BB PR ZNIEHD




TACH .
STZINNN/PRON BAsS | EDUCACION

Progresion 4

Emplea la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena en situaciones-problema
provenientes de recursos sociocognitivos y/o areas del conocimiento, en donde la funcién que
describe el fendmeno de estudio requiere el uso de una de estas reglas.

I]:) y
gﬁ /////t/ Y .e’.-/c/'/:./a‘\l\\\

Metas de Aprendizaje ’ Categorias { Subcategorias

[CIM1. Ejecuta calculos vy
algoritmos para resolver
problemas matematicos, de la
ciencia y de su entorno.

S1. Elementos aritméticos-
C1. Procedural algebraicos.

[IC3M1. Selecciona un modelo
matemadtico por la pertinencia
de sus variables y relaciones
para explicar una situacion,
fendmeno o resolver un
problema tanto tedrico como de
su contexto.

[C3M3. Aplica procedimientos,/C3. Solucidn de problemasy
técnicas y lenguaje matematicomodelacion

para la solucion de problemas
propios del pensamiento
matematico, de dareas de
conocimiento, recursos
sociocognitivos, recursos
socioemocionales y de su
entorno.

S1. Uso de modelos

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7
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Breve historia de la derivada y sus aplicaciones

|]:) y
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En el siglo XVI comienza a modelarse
matematicamente los fendmenos de variacidn y
cambio, pero fue en los siglos XVII y XVIII donde
se registraron avances extraordinarios por las
matematicas, considerado el periodo de oro, por
el desarrollo del calculo infinitesimal,

descubierto de forma simultdnea por dos genios I. Newton G. W. Leibniz
https://www.google.com/imgres?q=PIONEROS

de las matemadticas, el inglés lIsaac Newton
(Inglaterra, 1643-1727) y el aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (Alemania, 1646-1716) lo que generd

una gran disputa entre estos dos geniales cientificos del siglo XVII.

El descubrimiento del calculo infinitesimal se produjo de forma independiente y casi simultdnea,
esto provocé una larga controversia sobre la prioridad del descubrimiento que se prolongd durante

todo el siglo XVIII,

Se sabe que los dos trabajaron en forma casi simultdnea pero sus enfoques son diferentes. Los

trabajos de Newton estan motivados por sus propias investigaciones fisicas (de alli que tratara a las

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

variables como "cantidades que fluyen") mientras que Leibniz conserva un caracter mas geométrico

(f"
I

y diferencidandose de su colega, trata a la derivada como un cociente incremental, y no como una

SE

velocidad. Leibniz no habla de derivada sino de incrementos infinitamente pequenos, a los que llama

diferenciales. Un incremento de x infinitamente pequefio se llama diferencial de x, yse anota dx .

r——
\6‘/:

\

Lo mismo ocurre para y (con notacion dy). Lo que Newton llamé fluxion, para Leibniz fue un

€
\&

<

cJ

cociente de diferenciales ( )

7

77/

En nuestra era estos antecedentes se vieron en el trabajo del abogado francés Pierre de Fermat

P
(g

-c:
=7y

(1601-1665) y del inglés Isaac Barrow (1630-1671), tedlogo y matematico inglés cuyos métodos
matematicos eran muy préximos a los del calculo y quien fuera el maestro de Newton. Fermat

anticip6 el cdlculo diferencial con su método de busqueda de los maximos y minimos de las lineas

(3
<%

curvas. En el caso de Barrow, se le considera el inventor de la derivada y uno de los que anticipé las

>/
//.6

7/

relaciones entre las derivadas y las integrales. La contribucidn de Leibniz a las matematicas consistio
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en enumerar en 1675 los principios fundamentales del cdlculo infinitesimal. Esta explicacién se
produjo con independencia de los descubrimientos del cientifico inglés Isaac Newton, cuyo sistema
de calculo fue inventado en 1666. El sistema de Leibniz fue publicado en 1684, el de Newton en
1687, y el método de notacién ideado por Leibniz fue adoptado universalmente y fue Lagrange quien

empleo por primera vez el nombre de la derivada.

La derivada es una herramienta matematica que nos indica la rapidez con la que cambia una
cantidad con respecto a otra. En términos simples, nos dice cdmo una funcién varia en un punto

determinado.
Aplicaciones de las derivadas

Las derivadas tienen una gran variedad de aplicaciones en fisica, ya que pueden utilizarse para

modelar el comportamiento de sistemas fisicos.

Como analizar el movimiento de los objetos ya sea para hallar la velocidad o la aceleracidn, en la
termodinamica al analizar el comportamiento del calor y la energia, electromagnetismo ene |
estudio eléctricos de los campos eléctricos y magnéticos, en mecanica de fluidos donde se utilizan
para modelar el comportamiento de los fluidos en movimiento, en la dptica donde se modela el
comportamiento de la luz y predecir su comportamiento futuro, en mecanica cudntica donde se

describe el comportamiento de las particulas subatdmicas.

En la ciencia y la tecnologia, las derivadas son principalmente usadas para modelar sistemas y

%//////h POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

resolver problemas de optimizacion.

C.

2y
-3

En ingenieria, las derivadas son usadas para optimizar los disefios, Por ejemplo, para minimizar el
peso de un ala de avidn sin perder su resistencia o optimizar las dimensiones de una estructura con

el fin de reducir el uso del material mientras se mantiene su resistencia, en la quimica las reacciones

r——
\é

qguimicas puede ser modelada usando derivadas, en los procesamientos de imagen se utilizan para

S
At

encontrar los puntos en los que la intensidad de la imagen cambia rapidamente, que corresponden

), &7
f‘f'//,,é

a bordes en la imagen, analizar el comportamiento de circuitos eléctricos (ingenieria eléctrica).

(g

Las derivadas tienen un gran impacto en nuestra vida cotidiana, ya que las aplicaciones

mencionadas anteriores permiten el uso de tecnologias como GPS, vehiculos optimizados y

16 &5
L d'.-‘.

&
&

automatizacion industrial. Algunas aplicaciones adicionales de las derivadas.

o
WSS
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En la previsién meteoroldgica para predecir el movimiento de las masas de aire y la formacidn de
tormentas, En la navegacion para calcular la razén de cambio de la posicién de un vehiculo, también
conocida como velocidad, deporte de alto rendimiento para medir la razén de cambio de la
frecuencia cardiaca o los niveles de oxigeno de una persona durante el ejercicio, en la investigacion
médica para analizar la razén de cambio de determinadas condiciones médicas como la frecuencia

cardiaca.

En finanzas y economia, las derivadas de funciones matematicas se utilizan para modelizar y analizar

diversos sistemas financieros y econémicos.

En la economia se usa para modelar el comportamiento de la oferta y la demanda de un producto
con respecto al precio, en la bolsa de valores al encontrar una optimizacién que maximice la
inversion minimizando el riesgo, en las finanzas al modelar el comportamiento de los tipos de interés
y en los modelos econémicos analiza la relacién entre factores de produccién y crecimiento

econdmico.

Como vimos en la progresidon anterior podemos encontrar la derivada de diversas funciones

. - » , d . Ax)-
mediante un procedimiento que llamamos “la regla de los 4 pasos” — f(x) = lim flactax)-f () ,
dx Ax— o0 Ax

sin embargo, este puede resultar extenso y complejo dependiendo de la funcién con la que estemos
trabajando. Por eso, veremos cémo encontrar la derivada de diferentes funciones de un modo mas
facil, utilizando una serie de féormulas que fueron desarrolladas hace varios siglos, a las cuales

llamaremos “férmulas o reglas de derivacion”.

Si tenemos una funcién y = f(x), la notacién de derivada es muy variada como lo veremos en el

siguiente cuadro:

Fundadores del Formas de representar la derivada
alculo
Leibniz % % ) Z_i %f(x)
Newton x
Lagrange y’ f )
Cauchy D,y D.f Dyf (%)
Jacobi o of JiEH)) 3 )
d0x dy dy d0x

LY.

-. e'.. /(f'// ‘\\\\\
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Las formas mas utilizadas para escribir la derivada de una funcién son la notacién de Leibniz y de

Lagrange, para el desarrollo de la progresidon haremos uso de la nomenclatura que propuso Leibniz

Para las siguientes féormulas de derivadas vamos a considerar a u y v funcionesyan € R

Formula Derivada de funcion
d du
— ™) = nu™ 11— Potencia
ax (u™) =nu dx
d ( ) d + d (w) Producto
_— * = —_— -
dx Y udx(v) Vax ™
d d
i (E) = va (u) - ua @) Cociente
dx \v v2
4 guy = gt Exponencial
dx (e =e dx

Para las formulas de derivada podemos encontrar férmulas para los diferentes tipos de funciones como las

algebraicas, trascendentales y trigonométricas.

z&: Reforzando los conocimientos.

Visita la siguiente pdgina web, donde hallaras las féormulas para cada tipo de

funcion, ejemplificando cada una de ellas. (PAGINA WEB)

Aprendiendo a derivar i
iEscanéame!

FR=EIRIERZ SRR=CE B DR A HD

NS A= o=
/////,‘cé.&“%? 6¢"/ /) ﬁ.‘ﬁl\\\é
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REGLA DE PRODUCTO

Si u y v son funciones diferenciales, entonces:

d[ | d N d
*v] = u— —
Lurvl=uvtv

Ejemplo 1:

Diferenciar (o derivar) y = (4x — 1)(x? + 3)
Solucion:

Por la regla del producto:

Identificamos las funciones u y v

u=0Ulx—-1) y v=x%+3)

derivada de v funcién v derivada de U

funcion u

2 Y%

Y- L 243) + 2 43) L (4x— 1)
dx dx

dx
d—y =(4x—1)2x) + (xZ +3)(4) Derivar las
dx funciones

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

&/ 7
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7
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d
—y=8x2—2x+4x2+12
dx

P
C

=
r L7

Desarrolla

"G TTTTI T ". 7
R SR B VA Redudr {qq
e e e e e e 1 semejantes. AN )X
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Diferenciar (o derivar) y = (4x3 + 2x)(2x?% — x)
Solucion:

Por la regla del producto:

Identificamos las funciones u y v

u=(4x3+2x) y v=_2x%—x)

funcion u derivada de v funcién v derivada de U
dy d d
— = (4x3 + 2x) — (2x2% — + (2x2 — —(4x3 +2 Derivar las
dx (4x *) dx( X x) + (2x *) dx( X *) funciones

dy
e (4x3 + 2x)(4x — 1) + (2x2 —x)(12x% + 2)

Desarrolla

dy . 3 ) 4 2 3 Reducir
I =16x" —4x° + 8x° — 2x + 24x™* + 4x° — 12x° — 2x términos

__________________ 1 semejantes

POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

it

(o

Ty
ce

Recurso audiovisual.

W
bre
(4 (\\\\é 5

7

7/

L

Para saber mas sobre la derivada de producto puedes ‘ l
observar el siguiente video escaneando el cédigo QR:

Derivada de producto i
iEscanéame!
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REGLA DEL COCIENTE

Si u y v son funciones diferenciales, entonces:

d d
d u __17zzfll-llzz;17
ol =

Ejemplo 1:
. 3x+1
Derivary =
2x-5
Solucién:

Por la regla del cociente:
Identificamos las funciones u y v

u=3x+1 y v=2x-5

funcién v derivada de u funcién u derivada de v

N2 A Y Y%

dy (2x—5)dd—x(3x+1)—(3x+ l)dd—x(Zx—S)
dx (2x — 5)2

A

cuadrado de V

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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{0

dy (2x—-5)(3)—(@Bx+1)(2)
dx (2x — 5)2

Mo
O\

—, &7
=%,

dy 6x—15—6x—2
dx  (2x—15)2

P
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Ejemplo 2:
. 2
Derivary = Zarrl
Solucién:

Por la regla del cociente:

Identificamos las funciones u y v

2

u=x? y v=x*+x+1

d d
d_y: (xz+x+1)a(x2)—(x2)%(x2 +x+1)
dx (x?2+x+1)?

dy (*+x+12x) - (x*)Q2x+1)
dx (x?2+x+1)?

dy 2x%+2x%+2x — 2x° — x?
dx (x?2+x+1)?

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Ejemplo 3: \
N

Derivar @xt1)(x-5) t'a\\.
Y = a2 *

v

Solucion: JU\

=

\

(=

€
&

<

Observamos que en el numerador tenemos un producto de funciones, un primer paso que podemos

\

realizar, es desarrollarlo:

cJ

7

2x* —10x+x—5 N

YT 32 ! R

'ﬁ g.

Simplificamos términos semejantes en el numerador: U@l\
]

2x2—9x -5 ?‘:

R ) D

N

N
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Ahora, por la regla del cociente:
Identificamos las funciones u y v

u=2x2-9x-5 y v=3x+2

o

m

=

2 d d .2 gq

dy (2x —9x—5)a(3x+2)—(3x+2)a(2x —9x —5) %)
dx (3x + 2)2 g
]

dy (2x*—9x—5)(3) — (3x +2)(4x — 9) E

dx (3x + 2)? o

(L]

dy 6x%—27x—15—12x% +27x — 8x + 18 3

dx (3x + 2)? =

ST TTT T T T T 1 9

" d_y=—6x2—8x+3 I 2

I dx (3x + 2)? : o

| ) =
_____________ a

Ll

<

<

=

. e

Recurso audiovisual. ‘-’ o
Para saber mas sobre la derivacion de cociente puedes  perivada de cociente \\\
observar el siguiente video escaneando el cédigo QR: iEscanéame! &

(f"
7
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SE

REGLA DE LA POTENCIA PARA FUNCIONES

Si n es un entero y u es una funcidn diferenciable, entonces:

=
=

{1

N -
&

cJ

-1
dx dx

:
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Ejemplo 1:

Derivar y = (4x)100

Solucion:

Aplicando la regla de la potencia:

Identificamos la funciénu y n; u=4x y n=100

dy _ 100-1 4
I 100(4x) Ix (4x)

o 100(4x)%°(4)

Ejemplo 2:

Derivary = Gri2)?

Solucion:

Se escribe la funcién dada como:

y=(Gx+2)"3 a"

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Identificamos la funcionu y n; u=5x+2 y n=-3

(f"
7

LS

SE

Aplicando la regla de la potencia:

dy 5, d
a = —3(5x + 2) E(Sx + 2)

=
=

{1

N -
&

cJ

dy _
2= "30x+2) 4(5)

7

=,

—15(55x +2)~*

1

&

<

o

1

1

1

1

1

1

1

1

[ |
A=A
.c.«k\‘g"r

15

N\
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Recurso audiovisual. l K

Derivada de potencia

Para saber mas sobre la derivacion de potencia puedes
observar el siguiente video escaneando el cédigo QR:

iEscanéame!

REGLA DE LA CADENA

Es un teorema del calculo que se utiliza para encontrar la derivada de una funcién compuesta por
dos funciones derivables. Podriamos utilizar todas las técnicas que ya hemos aprendido para
diferenciarla. Sin embargo, utilizar todas esas técnicas para descomponer una funcién en partes
mas simples que podamos diferenciar puede resultar tedioso. En vez de eso, utilizamos la regla
de la cadena, que establece que la derivada de una funcién compuesta es la derivada de la funcion

exterior evaluada en la funcién interior por la derivada de la funcidn interior.

Regla de la Cadena: Si y = f(u) es una funcidn diferenciable de u y u = g(x) es una funcién
diferenciable de x, entonces y = f(g(x)) es una funcién derivable de x y simbdlicamente lo

expresamos mediante la siguiente formula:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

dy dy du

dx du dx

L
€l

—
C
P
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\6‘/:

\

€
\&

<
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Ejemplo: Usando la regla de la cadena para calcular la derivada de la funcién f(x) = (5x% — 3)3

7

7/

Identificando la funcién u = g(x) = 5x% — 3 entoncesy = f(u) = u®

- -~

[y

=
r L

Calculando la derivada & _ 8u’ y du _ 10x
du dx

A
///,.oc.\¢

Usando la regla de la cadena se tiene
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dy dy du . _ ) 7
= au = sw(10x) = 8(5x% — 3) " (10x)

Expresamos la derivada simbdlicamente

Ejemplo: Usando la regla de la cadena para calcular la derivada de la funcién f(x) = eV*

Identificando la funcién u = g(x) = v/x entoncesy = f(u) = e*
Calculando la derivada Z— =e" y —=—

Usando la regla de la cadena se tiene

dy dy du u(1>_eﬁ(1
dx  du dx

Expresamos la derivada simbdlicamente

RGP
: dx 2+/x I
I

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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L=
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Recurso audiovisual. ﬁ
[=]

Para saber mas sobre la derivacién de la regla de la
cadena puedes observar el siguiente video Derivada de potencia
escaneando el cédigo QR:

7
G

=,

iEscanéame!

P
C

=
r L7

Evaluar un punto en la derivada

o\t
2

Significa encontrar el valor de la derivada de una funciéon en un punto especifico. La derivada

L~/
“c

representa la tasa de cambio instantdnea de la funcién en ese punto y geométricamente
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corresponde a la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcidén en ese punto. Para evaluar

una derivada, primero se encuentra la expresion de la derivada de la funcién (generalmente usando

reglas de derivaciéon) y luego se sustituye el valor especifico de la variable en esa expresion.

Ejemplo:

— 2,2 _ d d =2
f(x) = 3x +3x — 5 f&) _ i3 YE=2 _ g2y +3=1243=15
dx dx
e =VEFT | Y@ 1, dfx=2 1 1
dx 2 dx  2yz+1 2V3
flx) = e ) _ 4 e @ =3e3® = 3¢6 = 3(403.42) = 1210.28
dx x
Problema aplicado:

La eficiencia de combustible de un automoévil, medida en kildmetros por litros (Tm), depende de la

velocidad v (kTm) y esta modelada por la funcion:

E(w) = —0.02v% + 1.2v + 10

Hallar:

Calcular la derivada de E (v)

Evaluar la derivadaen v =30 km/h
Interpretar el resultado.

Graficar para v-0.02erificar si es un maximo.

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Solucioén:

L=
-3

1.-

dE(v) _ d ,
== —=(=0.02v? + 1.2v + 10)

=
=

€
&

<

cJ

d d d
— _ 2
_dv( 0.02v )+dv(1'2v)+dv(10)

\

d d
= —0.02 o (v?) +1.2 o (v) + (0)

—, &7
=%,

= —0.02(2v) + 1.2(1)

1
g
|1
S
o
1
S
+
=
N
1
1
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N
m
<
L
c
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=
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-
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o
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)
=
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g
~
=

! dE (v = 30)

[2

&k
///fc‘.'\

1
— 0.04(30)+12=-12+12=0 :
|
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3.- Interpretacién

ICuando la derivada es cero, significa que la eficiencia no esta aumentando ni disminuyendo

len ese punto. Lo que se siguiere que podria ser un maximo o minimo

-

E(v) = —0.02¢% +1.20 + 10

30

IComo podemos observar la eficiencia de combustible es maxima cuando el automdévil viaja a

1
B0 km/h, a esa velocidad el vehiculo logra el mejor rendimiento en km/L

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

7/

L=
-3

=
=

€
&

<

‘e

\

Cd, &7
ﬁ'}-//aé

VNS FEEPDERS RIE TS VA



m‘l } I\ .\\\\3\ ' S .n s"d\\\\\\\ BAS% Emg!'.!.gmAW%!ON

TAGH

'=|J:)' ; SO
gﬁ /////t/ Y .e’.-/c/'/:./a‘\l\\\

Ejemplo 2.- La eficiencia de una bateria solar, en funcion del tiempo de exposicidn del sol x, (en

horas), esta dada por la funcién:

Donde:

e E(x) es la eficiencia en el porcentaje.

t

o ¢ representa el crecimiento exponencial de la temperatura interna, que reduce la

eficiencia con el tiempo.
Hallar:

1) La derivada de E(x)
2) Evaluar parax = 0,1y 2 horas

3) Graficay analice los resultados

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D

Solucion 1)

dE (x)

o (S—x) dondeu(x) =5x y v(x) =e*

De acuerdo con la férmula de cociente

dE(x) 5e* —5xe* 5e*(1—x)

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

dx (ex)z - e2x %
e 7 AR
dE(x) 5(1—-x) %

1 dx ~ e* 1 ?‘Ul
S, 1 JU\'

2)

=
=

€
&

<

\

Evaluamos para x = 0,1 y 2 horas

cJ

dE(x=0) 5(1-0) 5(1)

7

x =0 horas I = 0 = \\\
A
dE(x = 1)_5(1—1) _ 5(0) O\

x oras dx el 2.7182 ..

L, dE(x=2) 5(1-2) 5(-1) _ :
| T e T dx | e 7389.. |
I

(e}
=
r L7

o\t
2

r
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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dB(z)  5(1—x)

dz  e”

La derivada negativa indica que la eficiencia esta disminuyendo en ese momento. Es decir que,

J

a las dos horas, la eficiencia de la bateria solar disminuye aproximadamente en 0.676% por hora.

Cuando la derivada es cero el sistema alcanza su maxima eficiencia de carga, es decir que

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
7

aumento de temperatura interna.

SE

La derivada es positiva se debe entender que la carga de la bateria esta completa, es decir para

cuando x es igual a cero.

=
\\é

l.
1
1
I
1
1
1
I
1
1
1
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1
1
1
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1
1
1
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|
|
|
I
|
|
|
: exactamente en una hora después de iniciar la exposicidén solar comienza a disminuir debido al
|
|
I
|
|
|
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Problemario TPV1-SA1-ACT05

Calcula las derivadas de las siguientes funciones utilizando correctamente las formulas y reglas
de derivacion estudiadas anteriormente (regla de la potencia, suma, producto, cociente y regla

de la cadena).

1. y=2x3-5)(8x+4)

2. y=(4x —5)(x3 — 4x)

3 3x-7

-y 4x+5
x3-6

4. y= e

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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D TPV1-SA1-EPO1. Cuestionario tipo PLANEA.

5
‘ s/ Nombre . Grupo

Instrucciones: Indicaciones Lee cuidadosamente cada reactivo e individualmente elige la opcién de

respuesta correcta

1.- Un estudiante aplica la definicion de derivada para f(x) = x? usando la regla de los cuatro

pasos. ¢Cudl es el resultado correcto al final del procedimiento?

a) 2x.
b) 2x2.
c) 2.
d) =x.

2. La derivada de la funcién posicion de un objeto mévil indica:

a) Ellugar donde inicia el objeto.
b) El cambio total en la posicion durante el viaje.
¢) Larapidez con la que cambia su posicidn en un instante.

d) El tiempo total que durd el recorrido.

3. Una particula se desplaza de forma tal que su posicion esta dada por la funcién:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

s(t)=t*-cost

{7

a) Multiplicar directamente las funciones.

L=
-3

b) Derivar usando la regla del producto.

=
=

€
&

<

cJ

c) Aplicar la derivada de cos(t) solamente.

\

d) Sumar las derivadas de t? y cost

7

7/

4.La concentracion de una sustancia varia con el tiempo segtin la funcion:

- -~

[y

=
r L7

et-In(t)

cO=—%

a) Regla del producto Unicamente. c) Regla del cociente y producto.

(3
%

b) Solo regla de la cadena. d) Ninguna, se deriva directamente.

L~/
WS
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5. Es el resultado del binomio al cuadrado (3x* — 9y6)2
a) 9x2+ 54x%y® +81y°
b) 9x* — 54xy + 81y'?
c) 9x%y? —54x + 81y°®
d) 9x* —54x%y% + 81y12
6. Es lafactorizacion del trinomio x> — 7x — 18
a) (x—9)(x—2)
b) (x+9)(x+2)
¢ (x+9x-2)
d) (x—9)(x+2)
7. Es la factorizacion de la expresion 49z% — 81w?
a) w—-72)(9w + 7z)
b) (Ow+7z)(9w + 72)
c) (7z—9w)(7z + 9w)
d (7z—-9w)(7z — 9w)
8. Eselvalor delafuncién f(x) = 3x> —5x —2enx = —3
a) f(3) =10
b) f(-3)=-
0 f(=3) =40
d) f(=3)=-10

P . x%-25
9. Es elvalor del limite lim —
x——5x%+2x-15

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

a) 0
b) % \
9 % AN
4 t\\\
. v,
I g N
10. Es el valor del limite lim 3x2 -2 UU\‘
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Datos Generales
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@ Bl TPvi-sa1-Lco1 Lista de Cotejol

Portafolio de Evidencias de las Actividades de Reforzamiento

Nombre de los _
i Matricula

estudiantes
Producto esperado |PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS Fecha
Nombre del docente Firma del
docente

CRITERIOS

Presentar el portafolio en la fecha y hora establecidas, mostrando
puntualidad y responsabilidad.

% CUMPLE Puntaje

Incluye una portada que contenga todos los datos de identificacidon
relevantes, tales como numero de plantel, semestre, grupo, bloque,
nombre completo, nombre de la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC)
y del docente, ademas de especificar claramente el objetivo de la UAC,
la fecha y el lugar.

Presentar una estructura organizada y ordenada de acuerdo con las
indicaciones proporcionadas por el docente.

Las actividades incluidas en el portafolio son originales y reflejen el
esfuerzo del estudiante, ademas estan presentadas con limpieza y
claridad lo que facilita su comprension.

Contiene todos los trabajos solicitados por el docente, sin omitir
ninguno.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Cada trabajo incluido en el portafolio estd calificado por el docente y

icuenta con su sello o firma, lo que certifica la evaluacion realizada.

IAspectos para mejorar:

S| ‘ NO ‘
10
10
10
20
[
20 N \}
el
(S
J\
Calificacion \w\\
N\
)ﬁ
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Para evaluar las progresiones:
1,23y 4

Situacion de aprendizaje 2: Choco de corazén, maximo ingeniero de profesion
Mapa de aprendizaje
1. Necesito ayuda 2: Puedo hacerlo solo 3: Puedo ayudar a otros

Que debo hacer
para mejorar:

Progresion de Aprendizaje

Progresion 1: Aplica técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales
a través del planteamiento de problematicas de las ciencias, para realizar
procesos segun lo requiera y adecuar la expresion matematica de manera que
el estudiantado analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

Progresion 2: Analiza de manera formal el concepto de limite, profundizando en
el calculo de limites de funciones mediante sus teoremas para dar solucién a
probleméticas contextualizadas de las ciencias utilizando métodos analiticos y/o
recursos tecnolégicos.

Progresion 3: Analiza la definicion formal de derivada a partir del planteamiento
de una situacion-problema significativa para el estudiantado que evidencie la
variacion de una recta secante a la recta tangente, con la cual se puedan obtener|
las reglas de derivacion para calcular derivadas de funciones, empleando en
caso de ser necesario recursos tecnoldégicos.

Progresion 4: Emplea la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la
cadena en situaciones-problema provenientes de recursos sociocognitivos y/o
areas del conocimiento, en donde la funcién que describe el fendmeno de
estudio requiere el uso de una de estas reglas.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Nombre y Firma del estudiante: Firma del Facilitador

&
T

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D

p— VU= ), 7 &2
= iNEmeE



LN TACH »
STZINNN/PRON BAsS | EDUCACION

Referencias Bibliograficas

S ISR

ANAMAT, (2020). Célculo diferencial. EDITORIAL UEMSTIS.
COBATAB, (2024). Guia del Estudiante, Pensamiento matematico Ill.
COBATAB, (2021). Guia del Estudiante, Calculo Diferencial.
BALDOR, A., & Baldor, J. A. (1998). Algebra. Publicaciones Cultural.
LARSON, R. (2012). Precalculo. Cengage Learning Editores.

HERNANDEZ S. Eisler, (2013). Calculo diferencial e integral con aplicaciones. Revista digital
matematica del Instituto Tecnoldgico de Costa Rica. Primera edicién.

Sitios web
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Propdsito de la situacion
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En equipos de 5 estudiantes, elaborar un reporte utilizando los recursos disponibles (fisico y/o
digital) donde se muestre a detalle los calculos para obtener el volumen maximo, asi como la
grafica que lo demuestre, utilizando los temas de las progresiones 6, 7 y 8, presentar ante el
grupo para su socializacién y validacion.
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Progresiones para desarrollar

Analiza el teorema de valor medio y Teorema de Rolle, asi como su utilidad
en el planteamiento y soluciéon a problemas de la vida cotidiana o del
el 1o Il entorno que le rodea de manera que el estudiantado analice, compruebe e
interprete sus hallazgos y resultados.

Aplica procedimientos algoritmicos para derivar funciones implicitas y de
orden superior, asi como el uso de estas Ultimas para resolver limites
et 1 I ndeterminados utilizando la regla de LHopital aplicando estas
herramientas en la solucién de problemas de las ciencias.

Aplica y/o construye modelos para encontrar la solucién de situaciones-
problema de su contexto, usando la derivada como una herramienta que le
L3 (o)Wl permite interpretar y explicar fenémenos de variacién estudiados por las
ciencias considerando herramientas analiticas y/o tecnoldgicas en la
modelacién.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Construye modelos matematicos, identificando las variables que se g‘:‘
relacionan entre si, obteniendo de manera intuitiva la diferencial como HU\'

elc el herramienta para darle solucion a problemas de las ciencias que le permita
obtener informacidn y analizar los resultados para la toma de decisiones.
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Metas de Aprendizajes

e C1ML1. |dentifica regularidades o patrones, diferencias y semejanzas en un conjunto de
datos, eventos, fendmenos o situaciones.

e (C1M2. Utiliza diferentes representaciones para expresar propiedades, patrones o
relaciones, y reconoce su equivalencia para describir un fenémeno o resolver un problema.

e (C2M1. Reconoce supuestos explicitos e implicitos en un argumento, con base en la
interpretacién de informacion, datos, enunciados o simbolos.

e (C2M2. Desarrolla la percepcién y la intuicidn para generar una hipétesis inicial ante
situaciones que requieren explicacion o interpretacion.

e C2M3. Compara hechos, opiniones o afirmaciones categéricas o la posibilidad de ocurrencia
de eventos para establecer similitudes y diferencias, organizdndolos en formas légicas o
convenientes utiles en la solucion de problemas.

e (C2MA4. Combina diferentes procesos de razonamiento matematico al plantear un modelo o
resolver un problema o una situacién o fendmeno (natural, experimental o social),
incluyendo los de tipo estadistico o probabilistico, e interpreta tanto el resultado como su
utilidad para el entendimiento, prediccion y/o reducciéon de riesgo.

e (C3ML1. Selecciona un modelo matematico pertinente (variables y relaciones) para explicar
el fendmeno en la solucién de un problema.

e C3M2. Construye un modelo con lenguaje matematico y lo pone a prueba para estudiar un
fenédmeno o situacion problema (natural o social).

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

e C3M3. Explica procedimientos para la solucidn de problemas (de ciencias naturales, sociales,
humanidades, vida cotidiana) empleando lenguaje y técnicas matematicas.

L=
-3

e (C3MA4. Formula problemas matemadticos de su entorno u otras areas, a partir de
cuestionamientos, para resolverlos con estrategias, heuristicas, procedimientos informales
o formales.

=

{10
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e CAML1. Esquematiza situaciones para su solucién mediante el uso de datos numéricos,
representacion simbdlica y conceptos matematicos, dando significado acorde al contexto.
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Subcategorias

Conceptual (Conocimientos  Procedimental (Componentes Porcentaje Actitudinal

DENZ RR=ErRIERZ

integradores)

e Teorema del Valor
Medio.

e Teorema de Rolle.

de areas sugeridas)

e |[dentifica y comprueba
las  condiciones  del
Teorema de Rolle y del
Valor Medio.

e Interpreta graficamente
sus implicaciones en
contextos reales.

(Dimensiones)

e Reflexiona sobre la utilidad
de los Teoremas.

e Participa con disposicidon en
el analisis de situaciones
contextualizadas.

e Derivacion implicita.

e Derivadas de orden
superior.

o Regla de L'Hopital.

e Deriva funciones
implicitas y de orden
superior.

e Resuelve limites con la
regla de LHopital en
problemas cientificos.

¢ Manifiesta perseverancia
ante problemas complejos.

e Reconoce el valor del analisis
detallado y estructurado.

e Modelacién

Alpha, Excel).

e Aplicaciones de la

e Interpreta resultados de
la derivada en contextos

matematica.
e Construye modelos
* Uso de software matematicos usando e Demuestra interés en el uso
(GeoGebra, Wolfram software. de tecnologia y modelos

aplicados.

e Participa colaborativamente

e Diferencial (concepto
intuitivo, notacion e
interpretacion).

e Aplicaciones de Ila
diferencial
(aproximaciones,
calculo de errores,
estimaciones).

¢ Interpreta el significado
de diferencial en distintos
contextos.

¢ Aplica el diferencial para
estimar valores, errores o
variaciones en problemas
reales.

¢ Valora el uso del diferencial
para realizar
precisos.

analisis

¢ Participa activamente en la
estimacion y evaluacién de
resultados.

RED TS TR ZIIHED
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derivada reales para optimizar o para resolver problemas. L\)
(optimizacion, analizar fenémenos. NS
maximos, minimos, l\u.
puntos de inflexién). Jux
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Dl Situacion de Aprendizaje 2

= Choco de corazdon, maximo ingeniero de profesion

Problema del contexto

En una plataforma petrolera ubicada costa afuera en Tabasco, se requiere recolectar muestras de
barita, un polvo sélido y mineral denso que se anade al fluido de perforacién para incrementar su

densidad y asi controlar la presion en el pozo.

El ingeniero a cargo necesita transportar la muestra hasta el laboratorio para su analisis, pero solo
dispone de una hoja de plastico rigido tamafo carta. Planea recortar cuadrados en cada una de las
esquinas para luego doblar los bordes y formar una caja sin tapa, que le permita contener y trasladar

la mayor cantidad de muestra de forma segura y practica.

Se ha solicitado a los estudiantes de quinto semestre la elaboracion de un reporte con el objetivo
de determinar cuales son las medidas éptimas para obtener el volumen maximo. Para ello, deberdn

considerar lo siguiente:

1. Elaborar al menos dos modelos distintos de cajas, utilizando diferentes valores para las
pestafias, con el propdsito de verificar su factibilidad de uso y colocar semillas en su interior
para comparar los volimenes obtenidos (se utilizardn semillas con fines diddcticos, ya que

son mds accesibles en comparacion con la barita, un mineral no metdlico de dificil

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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adquisicion). NS
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2. Obtener el modelo matematico del volumen, elaborar una tabla de valores y representar N

graficamente la funcién, utilizando herramientas fisicas o digitales como GeoGebra o
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3. Explicar paso a paso los calculos realizados, empleando la primera y segunda derivada para

7
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determinar la medida dptima de x, correspondiente al lado del cuadrado recortado en las

(2
[Lh C'.-‘. (g

esquinas, que permita obtener el volumen maximo.

4. Escribir conclusiones claras que justifiquen por qué dichas medidas son las mas adecuadas,

\§
x

y presentar los resultados mediante una exposicion oral sencilla y convincente.

¢
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5. Finalmente, se llevard a cabo una sesion de preguntas y comentarios entre los equipos, con

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

el fin de compartir ideas y mejorar el trabajo en conjunto.

Conflicto cognitivo

1. Si se utilizan hojas del mismo tamafio, icrees que el volumen obtenido sera siempre el
mismo? épor qué? équé factores, ademas del tamafio inicial de la hoja, podrian influir en el
volumen final de la caja?

2. ¢Consideras que la altura de la caja influye en el volumen que puede contener? épor qué?

3. ¢Cudl es el modelo matematico que representa el volumen de la caja? Elabora una tabla de
valores y representa la funcion graficamente con herramientas fisicas o digitales.

4. Utiliza la primera derivada para determinar el valor que maximiza el volumen de la cajay da
solucidn a la situacién planteada.

5. ¢éCudles son las dimensiones dptimas de la caja para obtener el mayor volumen posible?

6. Mas alld de obtener el volumen maximo, ¢qué otras consideraciones practicas (como la
resistencia del material, la facilidad de manejo o el uso real de la caja para transportar barita)
deberian tenerse en cuenta al disefiar estas cajas?

7. Silos lados de la hoja crecen un 1%, écuanto aumentaria el volumen de la caja? écdmo nos
ayuda este analisis a saber si nuestra solucién sigue siendo buena, aunque cambien un poco
las medidas?
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8. ¢Y qué pasaria si no todos los lados crecen igual?
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Instrumento de Evaluacion Situacion de Aprendizaje 2

TPV1-SA2-RUO02 Rubrica para evaluar la Situacion de Aprendizaje 2

COLEGIO DE BACHILLERES DE TABASCO PLANTEL No.
TALLER DE PENSAMIENTO VARIACIONAL |

Datos de identificacion PV1-SA1-RUO1

Situacion “Choco de corazén, maximo ingeniero de

Progresiones 5, 6, 7, 8
didactica profesion”

En equipos de cinco integrantes, elaboraran un reporte (digital o fisico) que resuelva
Propésito de lael conflicto cognitivo planteado, utilizando la modelacion matematica, la
situacion optimizacion y las diferenciales para dar respuesta a la problematica planteada, v

presentarlo ante el grupo para su socializacidn

CATEGORIAS/SUBCATEGORIAS

CATEGORIAS SUBCATEGORIAS

C1S1 Elementos aritméticos algebraicos

C1S2 Elementos geométricos

C1S3 Elementos variacionales

C1S4 manejo de datos 3

C2 Procesos de intuicidn y razonamiento |[C2S1 Capacidad para observar y conjeturar

C2S2 Pensamiento intuitivo

C2S3 Pensamiento formal

C3 Solucién de problemas y modelacién |[C3S1 Uso de modelos

C3S2 Pensamiento intuitivo y construccién de modelos
C3S3  Estrategias  heuristicas y ejecucidn de
procedimientos no rutinarios

C354 Manejo de datos e incertidumbre

C4 Interaccién y lenguaje matematico C4S1 Registro escrito, simbdlico, algebraico e
iconografico

Nombre de los alumnos Grupo

N. Lista: N. Lista:

C1 Procedural
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Evaluacion

Puntuacion [Puntuacion

CATEGORIAS Ponderacion Retroalimentacion
obtenida |maxima

C1. Procedural 4 20%

C2. Procesos|
De intuicidn 4 20%

razonamiento Logros

C3. Soluciones|
de problemasy| 4 20%

modelacidn

CA. Interaccion

% lenguaje 4 20%

matematico Aspectos
de mejora

Actitudinal 4 20%

TOTAL 30 100%

Calificacion obtenida

"
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Categoria
& Destacado (4)
Identifica y clasifica todas
las variables y constantes
para asociarlas, creando
modelos matematicos
precisos y completos.

C1. Procedural

EDUCACION €3

SECRETARIA DE EDUCACION

Competente (3) \
Identifica y clasifica
variables y constantes,
asociandolas en modelos
matematicos correctos.

NIVEL DE PROGRESO

COBATAB

Basico (2)
Asocia algunas variables y
constantes para crear

modelos matematicos, pero

con imprecisiones en su
aplicacion.

No presenta (1)
Asocia pocas variables y
constantes para crear
modelos matematicos
incorrectos.

Domina la aplicacion
precisa de las formulas de
derivacion, evaluando en
un punto, y seleccionando

adecuadamente los
modelos para resolver el

problema.

C2. Solucion de
problemas y
modelacion

Aplica correctamente las
férmulas de derivacion y
selecciona modelos
adecuados, pero con
errores o inconsistencias
menores.

Intenta aplicar las férmulas

de derivacion, pero con
dificultades y limitaciones
en la evaluacién en un
punto o en la seleccidn de
modelos.

No aplica la férmulas de
derivacién o lo hacen a
funciones incorrectas.

Expresa correctamente la
derivada y reconoce con
precision las unidades
adecuadas. Utiliza lenguaje
matematico formal,
mostrando total
comprension y habilidad. .

C3. Interaccion y
lenguaje
matematico

Expresa la derivada y
reconoce las unidades
apropiadas, aunque con
algunos errores
ocasionales. Emplea un
lenguaje matemdtico
adecuado en la mayoria de
los casos.

Expresa la derivada con
ciertas dificultades y
errores. Reconoce las

unidades, pero con

imprecisiones. Su lenguaje

matemadtico es informal o
tiene limitaciones.

Expresa la derivada con
ciertas dificultades y errores.
No reconoce las unidades. Su

lenguaje matemadtico es

informa.

Colabora de forma
altamente efectiva, con
explicaciones claras y una
gran disposicion al trabajo.
El reporte es organizado y
metddico, cumpliendo con

Actitudinal

Colabora de forma efectiva
con explicaciones claras.
Muestra una disposicion

adecuada al trabajo. El
reporte es organizado y
cumple con la mayoria de

Se relaciona de manera
limitada con sus
compafieros. Las
explicaciones son

incomprensibles. La
disposicion al trabajo es

No hubo trabajo colaborativo,
El reporte esta desorganizado
y faltan elementos.

NS oysee=
RSN, G 0

todos los criterios. los criterios. inconsistente. El reporte
estd desorganizado y solo
cumple con algunos

criterios.
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Grupo_

1) ¢Como se llama la funcion cuya grafica se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel; es decir,
qué se conforma de un solo trazo?
a) Continua.
b) Discontinua.
c) Escalonada.
d) Racional.

2) ¢éQué nombre recibe la funcién en la que se puede calcular su derivada en cualquier punto de
su dominio?
a) Continua.
b) Diferenciable.
¢) Racional.
d) Valor absoluto.

3) Un automovil recorre 120 kildémetros en 2 horas sin detenerse. Sin embargo, en un tramo del
camino, pasa por un radar de velocidad que marca 75 km/h. ¢Qué podemos concluir respecto
a su velocidad promedio y su velocidad instantanea?
a) Lavelocidad promedio fue de 60 km/h y la velocidad instantdnea se mantuvo constante.
b) La velocidad promedio fue de 75 km/h porque eso marcé el radar.
¢) La velocidad promedio fue de 60 km/h, pero la velocidad instantanea varié durante el

trayecto.

d) La velocidad instantdnea siempre fue menor que la velocidad promedio.
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4) De las formas para nombrar a la derivada, écual de las siguientes no es correcta?

7%

a) f'(x) UG‘\'
b) D.f \
c) % \“\
d) F'(y) __—’_

€
\&

<

cJ

5) ¢éEn cudl de las siguientes expresiones seria necesario aplicar la derivacion implicita para
dy

7

)
encontrar —-? \\\
a) y=cos|(x) ’ "_\
x%+1 LA X
b) :xz_l Q

=
r L

) x2+xy+y?=7
d) y=e* +Inx

&
N
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6) Si y=x3—2x%+x ¢écudleslatercera derivada de y?

a) y"=6x-4

b) yru_

) y"=3x2—4x+1
d) ylll=

7) Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con una posicién dada por s(t) = 3t? —
12t + 5, donde t es el tiempo en segundos. ¢Cudl es la velocidad instantanea de la particula
en t=2 segundos?

a) v=2
b) v=0
c) v=-7
d) v=5

8) La funcidn f(x)=x3-3x+1 tiene un minimo local en x=1 y un mdaximo local en x=-1. ¢{Cual es el
valor del minimo local?
a) -1
b) 3
c) 0
d 1

9) Siy=cos(4x), écudl es la diferencial dy?
a) dy = sin(4x)dx
b) dy = 4sin(4x) dx
c) dy = —sin(4x)dx
d) dy = —4sin(4x) dx

10) ¢Cual es la diferencial dy de la funcién y = 3x2 + 5x?
a) dy = 3xdx
b) dy = (3x + 5)dx
c) dy = (6x + 5)dx
d) dy = 6xdx
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Progresion 5

Analiza el Teorema de Valor Medio y Teorema de Rolle, asi como su utilidad en el planteamiento y
solucion a problemas de la vida cotidiana o del entorno que le rodea de manera que el estudiantado
analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias

C2M1. Observa y obtiene
informacion de una situacién
o fendmeno para establecer

estrategias o formas de S1. Capacidad para observary
visualizacién que ayuden a conjeturar
entenderlo.

C2. Procesos de intuicion y
razonamiento

c2m2. Desarrolla la
percepcion y la intuicién para
generar  conjeturas  ante
situaciones que requieran $3. Pensamiento formal
explicacion o interpretacion.

C3M3. Aplica procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la solucion
de problemas propios del
pensamiento matematico, de
areas de conocimiento,
recursos sociocognitivos,
recursos socioemocionales y
de su entorno.
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C3. Solucién de problemas y
modelacién

LS

S1. Uso de modelos
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o [E.! Lectura: Teorema del Valor Medio

" Definicién
El Teorema del Valor Medio establece una relacion entre la derivada de una funcién y su
comportamiento promedio en un intervalo.
Sea una funcién f(x) que cumple con las siguientes condiciones:
1. Lafuncidn es continua en el intervalo cerrado [a, b]
2. Esderivable en el intervalo abierto (a, b).

3. Entonces, existe al menos un valor ¢ dentro del intervalo (a, b) tal que la derivada en ese

punto es igual a la pendiente de la recta secante entre a y b, es decir:

dy| _fb)-f(a) fb) - f(@)

Exzc b—a o flo= b—a

En una grafica, se representa con una curva y una secante. El punto ¢ es aquel donde la recta
tangente a la curva es paralela a la secante que une los puntos (a, f(a))y (b, f (b)), asi como puede
observarse en las siguientes figuras. Cabe aclarar que puede haber en el intervalo mas de un punto

c tal como aparece en la segunda figura.
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l'(a) 5 Ssecante

P
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-c:
\v=7y

a c C b ;(

Representacién grafica del Teorema del Valor Medio con Representacion gréfica del Teorema del Valor Medio con
un solo valor de c. Nota: se agregaron las etiquetas dos valores de c. Nota: se agrego la etiqueta del otro valor
“tangente” y “secante” Fuente: Wikipedia. (s.f.). de c. Fuente: Valepert. (2009, 7 de septiembre). Mvt2
Lagrange mean value theorem [Archivo SVG]. Wikipedia, italian  [Archivo  SVG].  Wikimedia ~ Commons.

enciclopedia libre. Recuperado de: https://n9.cl/bwns8 https://n9.cl/mnwagq
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El Teorema del Valor Medio tiene aplicaciones tanto en la fisica como en situaciones cotidianas, ya
que establece que existe al menos un instante t = ¢, dentro de un intervalo [a, b], en el que la

velocidad instantanea f“(c) coincide con la velocidad promedio.

Por ejemplo, si un automoévil recorre 160 km en 2 horas. Al dividir la distancia entre el tiempo,
obtenemos una velocidad promedio de 80 km/h. El Teorema del Valor Medio afirma que, si el
movimiento del automovil lo describe una funcidn continua y derivable, entonces en algun instante
exacto durante el trayecto, su velocidad instantdanea marcada por el velocimetro fue exactamente

de 80 km/h, aunque en otros momentos haya ido mas rapido o mas lento.

En términos generales, este teorema indica que hay un punto en el intervalo donde la razén de

cambio instantaneo es igual a la razén de cambio promedio.

Condiciones

Como se menciond anteriormente para que se pueda aplicar el Teorema del Valor Medio la funcion
tiene que ser continua y derivable en el rango indicado, pero... ¢icdmo saber si se cumplen ambos

criterios?
Vamos a definir cada término:
e Continuidad: Una funcidn es continua si puedes dibujarla sin levantar el lapiz.

Derivabilidad: Una funcién es derivable si, ademds de ser continua, no tiene esquinas ni saltos
bruscos (o sea, tiene

RO
{

2 Importante
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Para aplicar el Teorema del Valor Medio, algunos autores indican que la funcién debe se
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diferenciable, mientras que otros la llaman derivable. Por ejemplo, Leithold (1998) y Aguilar

Marquez et al. (2015) utilizan diferenciable; en cambio, Stewart (2012) y Ayres (1989) emplean

P
(g

derivable. Aunque no son sinénimos desde una perspectiva estrictamente matematica, en este

contexto ambos términos se emplean de forma intercambiable.
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En seguida se muestra una ilustracidon que te permitira identificar si se puede aplicar el Teorema del

Valor Medio.

¢:COMO SABER Sl SE
PUEDE APLICAR EL
TEOREMA DEL VALOR
MEDIO?

PASO 1

Revisa si la funcién es
continua.
Una funcién es continua si puedes
dibujarla sin levantar el lapiz y no
tiene huecos, cortes ni saltos.

(_pasoz )

Verifica que ademas de
continua sea derivable.
Revisa que la funcion no tenga
picos ni esquinas dentro del
intervalo.

Si la grafica es suave y no cambia
bruscamente, entonces si se puede
decir que es "derivable".

C & >

Si la funcién es continua en
[a, b] y derivable en (a, b), es decir,
cumple con los dos criterios
mencionados anteriormente,
entonces:

iSi puedes aplicar el Teorema del Valor Medio!

Infografia sobre los criterios para aplicar el Teorema del Valor Medio.

Fuente: Castillo Hdez., S. I. (2025) Docente del Plantel No. 6 ¢{Cémo saber si se

puede aplicar el Teorema del Valor Medio? [Imagen creada con Canva].

Es importante mencionar que algunas funciones pueden ser continuas en ciertos intervalos y
presentar discontinuidades en otros. Por ejemplo, la funcidén tangente es continua en su dominio,

pero tiene discontinuidades en los puntos donde no esta definida (como en x = /2, 3m/2, etc.).
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A continuacidn, se presenta el analisis de diversas funciones y sus respectivas graficas, con el

propdsito de determinar si es posible aplicar el Teorema del Valor Medio en ciertos intervalos.

Analisis de graficas

Funcién polinomial, de grado 2 (cuadratica) Funcidn polinomial, de grado 3 (cubica) o
IEjemplo especifico: Ejemplo especifico: g
fx)=x*—4x+3 fx)=x3—-2x*—x+2 a
|Gréfica: Grafica: %
Funcién cuadratica (continua) g
| gmo e fx}=x? —dx 43 — fix)=x’-2¢-x+2

: 4 (L]
120 . =
- ....;..---mo o
Q 4
- / O
60 —
“ . / 3 2 1 \/ﬁ 3 g

H -1

. .20 —

; - . _z_\u{ertics-'ﬂ 1) N 2
-10 -8 -6 -4 -2 4 )1(0 . w
- |
; : ; : . - =
éEs continua en el | ¢Es derivable en el éEs continua en el | ¢éEs derivable en el D
. . . . o
intervalo [—10,10]? | intervalo (-10,10)? intervalo [—1,2]? intervalo (-1, 2)? o
o
Si es continua porque | Si porque es Si es continua | Si porque es *\\‘
se puede dibujar sin | continua y ademas porque se puede | continua y ademas §
- . N Lo . : : AN
levantar el lapiz. no tiene esquinas ni dibujar sin levantar | no tiene esquinas ni \\}_
saltos bruscos. el 1apiz. saltos bruscos. HG‘\‘
éSe puede aplicar el Teorema del Valor éSe puede aplicar el Teorema del Valor \“\
io? ) —
IMedio? Medio? gg
Si porque cumple con ambos criterios. Si porque cumple con ambos criterios. ™,
N:
N
Nota: Segun Stewart (2021) y como se aprecia en las dos gréaficas anteriores, las funciones ; ,\\\
3\
polinomiales son continuas y derivables en todo el conjunto de los nUmeros reales. W\
Nota: Tabla de andlisis de las condiciones para aplicar el Teorema del Valor Medio elaborada por Castillo Hdez., S. I. (2025) Docente del u 1 G
Plantel No. 6. Las graficas fueron realizadas por la misma en GeoGebra. 'ﬁf
2
R )4
N
N
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Funcidn escalonada

Funcidn valor absoluto

Ejemplo especifico:

Ejemplo especifico:

-3

3 si —2<x<2
f(x)41 si 2<x<4 f(x) =|x—2|
-2 si 4<x<6
Gréfica: Gréfica:
- —Ix-2
'-')'(-' ’ — flx) ) 8'|X |
4 B
— 6-
2 5t
4,
1 —
3_
-3 -2 -1 1 2 4 5 6 7 >l
-1 X
1,
-2 -~ H 6 i
-4 -2 2 4
_1.

¢Es continua en el

intervalo [—3,6]?

No es continua porque

no se puede dibujar sin

¢éEs derivable en el

intervalo (-3,6)?

No porque no es

continua.

éEs continua en el

intervalo [—4,4]?

Si es continua porque

si se puede dibujar sin

¢éEs derivable en el

intervalo (-4,4)?

No porque tiene una

esquina en el punto

levantar el lapiz, ya que levantar el lapiz. (2,0).
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tiene saltos.

(f"
I

7%

\a
éSe puede aplicar el Teorema del Valor Medio?| | é{Se puede aplicar el Teorema del Valor HU\.
. . . Medio? \“\\
No, porque no es continua ni derivable. 7’
No, porque aunque es continua no es§ 59'—
derivable. A\f:
X
Nota: Funciones como la escalonada, la racional con puntos no definidos o la tangente presentan \\‘
discontinuidades dentro del intervalo cerrado [a, b], lo que impide cumplir la condicién de ' "_\
continuidad. Otras funciones, como el valor absoluto, aunque sean continuas, no son derivables '(, &
en ciertos puntos del intervalo abierto (a, b) debido a picos o vértices. En todos estos casos, ut‘l
cuando falla la continuidad o la derivabilidad dentro del intervalo, no es posible aplicar el Teorema ':dt-!
del Valor Medio, tal como lo establece Stewart (2021). .y;
Nota: Tabla de andlisis de las condiciones para aplicar el Teorema del Valor Medio elaborada por Castillo Hdez., S. I. (2025) Docente del .\e ;J
Plantel No. 6. Las gréficas fueron realizadas por la misma en GeoGebra. ﬁ\g
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Ejemplo 1

Sea la funcidn:

fx)=x3+2x* —x

1. Determine si cumple con las condiciones del Teorema del Valor Medio paraa=2y b =5.

2. Después, calcule un valor c en el intervalo abierto (2,5) tal que:

fG) -2

@ ="%—

Descripcion Operaciones

Identifica la funcién dada. fx) =x3+2x* —x

Verifica que cumple con las condiciones del | Dado que es una funcidon cubica como la
Teorema del Valor Medio: debe ser continua y | descrita en el cuadro anterior de “Andlisis de
derivable. graficas” si cumple con ambos criterios, ya que
es continua porque se puede dibujar sin

levantar el lapiz y es derivable porque ademas

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

no tiene esquinas ni saltos bruscos.

(f"
I

7%

. S ’ . d d d
Deriva la funcién para obtener f'(x) Fx) = d_yx n Zd_yx _ d_y

L=
-3

r——
'\\\\é

€
\&

ff(x)=3x31+2-2x271 -1

<

Cd, &7
6(},‘-///.6?'.

F(x)=3x*+4x-1
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Evaluda la funcidn en los extremos del intervalo.

fl@) =f(2)=(2)*+2(2)* - (2)

fb) = f(5) = (5)* +2(5)% - (5)

f(5)=125+50-5

f(2)=8+8-2

f(2) =14

f(5) =170

Sustituye los valores de f(a)=14 vy
f(b) =170 en la expresion:

fb) - f(a)
b—a

—fl@) _f(5) - f(2)

b—-a = 5-2

170 - 14
T 5-2

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Iguala la derivada de la funcién al valor
obtenido previamente, correspondiente a la
pendiente de la secante entre los extremos del

intervalo.

3x2+4x— 1=152

(f"
I

LS

SE

=
=

{1

N -
&

cJ

7

Encuentra el valor de X.
Existen varios métodos para resolver una
ecuacion cuadrdtica, pero en este caso se
expresara en su forma general y se resolvera

con la férmula general.

3x2+4x—-1-52=0

3x2+4x—-53=0

‘_..‘
77/

W AA =K
1.6‘:'. (4 &E‘.
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Aplica la férmula general, dado que tenemos

una ecuacion de segundo grado, para
encontrar los valores de x que satisfacen la
ecuacidn; en este contexto, dichos valores

corresponden a c.

Donde:

3x2+4x—53=0
a=3, b=4 vy c=-53

Sustituyendo:

L TW VW 435

2(3)
x:—bi\/bz—4ac —4+652
2a c= 6
_ —4+V652 —4 —+/652
6 2= %

Obtén los valores aproximados de c. c; = 3.59 c, = —4.92
Analiza los resultados: dado que el intervalo es

[2, 5], observamos que c¢; = —4.92 no c1 = 3.59

pertenece al intervalo, por lo tanto, solo se

considera una solucion vélida

En la siguiente imagen se visualiza de manera grafica el resultado anterior.

> 300t
f(x) = %% + 2x2 - x
--- Secante
—-- Tangente en ¢; = -4.92
------ Tangente en ¢; = 3.59
2001
o
e
4 IS
o
/” s". :
100+ oL i
e v :
s
e :
/,' ,1’ : :
e o L S S
-6 -5 -4 -—=3 -2 -1 0 27 3 4 5 6
Ve x
g
P
K
Ed =100
7
7
7
7
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{7

L=
-3

=
=

€
&

<

cJ

\

Cd, &7
ﬁ'}-//zé-

Nota: Tabla de analisis de las condiciones para aplicar el Teorema del Valor Medio elaborada por Castillo Hdez., S. I. (2025) Docente del

Plantel No. 6. La grafica inserta fue realizada por la misma en GeoGebra.
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Ejemplo 2

Un conductor fue detenido por un agente en el
Periférico Carlos Pellicer Camara, donde la
velocidad madaxima permitida, segin la Ley
General de Transito y Vialidad del Estado de
Tabasco, es de 60 km/h. Después de recibir una
advertencia, recorrié 10 km en 9 minutos (0.15
h) y se detuvo cerca de Plaza Sendero. Otro
agente le impuso una infracciéon por exceso de

velocidad. ¢Tenia razén?

Utilice el Teorema del Valor Medio para verificar
gue en realidad el conductor rebasoé el limite de
velocidad en algun punto. Sugerencia: suponga

gue la funciéon de movimiento del conductor es

EDUCACION €3

SECRETARIA DE EDUCACION

COBATAB

~/Pomoca

&

Bosque
de Saloya

J
Parque’Tomas
Garridc’)@anabal

(4T

GAVIOTASNTE.

MULTE DE A ‘
ZA BARRANCAS"“‘*—’::__—-/" - Gaviotas Sur

A
Google. (2025). [Captura de pantalla del mapa mostrando la ruta

Soriana San Joaquin a Plaza Sendero en Villahermosa, Tab.] [Imagen].

Google Maps. https://www.google.com/maps

VNS = o=
RSN, G 0

f(x) donde x representa al tiempo y que esta funcidn se puede derivar.

Solucién: Consideremos que la funcidn f (x) describe la distancia recorrida por el automévil después
de haber sido detenido inicialmente. La velocidad en un instante especifico se representa con

f'(x) = v(x), que es la derivada de la distancia con respecto al tiempo. En este caso, se observa el

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

comportamiento del vehiculo durante un intervalo de 9 minutos (0.15 h) al inicio del intervalo, es

(f"
I

decir, en x = 0, la distancia era de 0 km, y al final, en el tiempo x = 0.15 alcanzaba los 10 km.

SE

Como la funcién f(x) es continua y derivable en ese intervalo, se puede aplicar el Teorema del Valor

Medio, el cual establece que debe existir al menos un momento ¢ dentro del intervalo abierto

r——
\é

W\

(0,0.15), en el que la velocidad instantanea del auto haya sido igual a su velocidad promedio durante

€
\&

<

cJ

ese tiempo.

7

77/

Calculando dicha velocidad promedio:

(2
[Lh C'-‘. (g

_f(0.15) - f(0)  10-0

v(x) 015-0 015-0_ 0.15

~ 66.67 km/h

\&
2

Por lo tanto:

v
W

f'(t) ~ 66.67 km/h

LY.
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De acuerdo con el Teorema del Valor Medio f'(x) = v(x) = 66.67 km/h esto indica que, en algin
instante, el vehiculo circuld a aproximadamente 66.67 km/h, lo cual excede los limites permitidos

en esa calle. Por consiguiente, la sancién por exceso de velocidad esta justificada.

A continuacién, en la grafica se muestra la recta secante en color rojo, cuya pendiente representa la
velocidad promedio. También se observa la recta tangente en color morado, cuya pendiente
corresponde a la velocidad instantanea en un punto que coincide con dicha velocidad promedio.
Cabe sefialar que la linea verde es Unicamente una suposicidn. Su forma puede variar, ya que no se
proporciona la funcién exacta. Por ello, esta linea representa una de las posibles funciones que

podrian cumplir con las condiciones establecidas

14
—— Funcién polinémica

=== Secante = 66.67 km/h
12F o Tangente en ¢ = 0.104

Distancia (km)
-
o [« (=]

F'S

C
0.025 0.050 0.075 0.10

ﬂémpo (h)

Castillo Hdez., S. I. (2025) Docente del Plantel No. 6 Gréfica de la distancia en funcion del

tiempo recorrida por el conductor en Villahermosa [Imagen creada con GeoGebra].
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Recurso audiovisual
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Te invitamos a ver el siguiente video para repasar los conceptos abordados y

7

77/

reforzar tu comprension del tema.

P
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https://youtu.be/5UKFzLm0ODjQ

L~/
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El Teorema de Rolle, atribuido al matematico francés Michel Rolle y publicado en 1691, establece
que si una funcidn f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo abierto
(a,b), ademas que f(a) = f(b), entonces existe al menos un valor c en el intervalo (a, b) para el
que la derivada de f es igual a cero; es decir, f'(c) = 0.

A continuacidn, se enuncia formalmente el Teorema de Rolle.

Sea f una funcién que cumple lo siguiente:

1. Escontinua en el intervalo cerrado [a, b]

2. Esdiferenciable en el intervalo abierto (a, b)

3. fa) =f(b)

Entonces, existe al menos un valor c en el intervalo (a, b), tal que f'(c) = 0.

Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle

Si la gréfica de la funcidn f es continua y suave (sin picos o esquinas) entre dos puntos que tengan
la misma altura, (a, f(a)) y (b, f(b)) con f(a) = f(b), entonces debe existir al menos un punto

(c, f(c)) entre ellos donde la tangente a la grafica de f es horizontal; es decir, la pendiente de la

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

recta tangente en ese punto vale cero.

(f"
I

Las siguientes imdagenes son ejemplos en los que se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle.

7%

LS

Ejemplo 1. La funcion f tiene un punto minimo.
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J(a)=7(b)

7

-@-~
7/
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=
r L7
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lﬁé
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a c b { ’
N
Recuperado de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Teorema de Rolle (caso 1).jpg (junio, 2025). 3 N
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Ejemplo 2. La funcién f tiene un punto maximo.

glﬁ /////, (B . e'.. /(-/'\ / 2 /4‘\!\\\

\/ ‘/"((_-)

J@=7(b)

a C b

Recuperado de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:-Teorema de Rolle (caso 2).ipg (junio, 2025).

Ejemplo 3. La funcidén f tiene un punto minimo y un punto maximo.

M S(es)

J(a)=7(b) ! 7o

"
((f//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(o

| [tey)

Ty
ce

a Co C) b

r——
: \é

Recuperado de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Teorema de Rolle (caso 3).ipg (junio, 2025).
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Importancia y aplicaciones del Teorema de Rolle

c:“.-'-
cL/

e Esun caso especial del Teorema del Valor Medio.

e Se emplea para demostrar otros teoremas en el area del analisis matematico.

U

e Garantiza la existencia de puntos criticos (puntos donde la derivada de la funcién f vale cero),

K 4

lo cual es de mucha utilidad en problemas de optimizacidn.
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Ejemplo 1

Compruebe que la funcién
f(x) =x?—4x+5

cumpla las condiciones del Teorema de Rolle para el intervalo [0, 4] y determine el valor de ¢ para

el cual f'(c) = 0.
Solucion.

1. Continuidad. Como f es una funcién polinomial, entonces es continua en todo el conjunto de
los nimeros reales, incluyendo el intervalo cerrado [0, 4].

2. Diferenciabilidad. Como f es una funcién polinomial, entonces es diferenciable en todo el
conjunto de los nimeros reales, incluyendo el intervalo abierto (0,4). Ademas, su derivada es
f'(x)=2x—-4

3. lgualdad en los extremos.

Dado que f(x) =x%2 —4x+5
Paraa =10

£(0) = (0)> —4(0) +5
FO)=0-0+5

f@0)=5

Dado que f(x) = x%2 —4x+5
Parab =4
f()=4)?*-44)+5
f(4) =16 -16+5
f4)=5
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Como f(0) = f(4), entonces se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle.

Para determinar el valor de c, resolvemos la ecuacién f'(c) = 0

Por lo tanto, ¢ = 2, que pertenece al intervalo (0, 4), es el valor para el cual la derivada de la funcién

f esigual a cero.
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Comprobacion de que para ¢ = 2, la derivada de f es igual a cero.

Como f'(x) = 2x — 4, entonces para ¢ = 2 se tiene que

fl@2)=22)-4
@) =4-4
fr@2)=0

En la siguiente figura se muestra que la funcién f cumple las condiciones del Teorema de Rolle para
el intervalo [0, 4]. Ademas, para el valor ¢ = 2, la recta tangente a la grafica de f es horizontal; es

decir, tiene pendiente igual a cero.

f(a) | | f(b)

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Recta tangente de pendiente m =0
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Elaborado en www.geogebra.org/calculator por el M.C Mario A. Vidal, Docente del Plantel No. 3 (junio, 2025).




TACH

ST N =YY N | B2 2Ny see=
STZINNN/EON BAss | EDUCACION | Ch= /7, 8\ ee727, O

Ejemplo 2

Verifique que la funcién
flx)=x%—9x

cumpla las condiciones del Teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3] y obtenga los valores de ¢ para
los cuales f'(c) = 0.

Solucion.

1. Continuidad. Como f es una funcidén polinomial, entonces es continua en todo el conjunto
de los numeros reales, incluyendo el intervalo cerrado [—3, 3].

2. Diferenciabilidad. Como f es una funcidn polinomial, entonces es diferenciable en todo el
conjunto de los numeros reales, incluyendo el intervalo abierto (—3, 3). Ademas, su
derivada es f'(x) = 3x% — 9.

3. lgualdad en los extremos.
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Dado que f(x) = x3 — 9x Dado que f(x) = x3 — 9x
Paraa = —3 Parab = 3
f(=3)=(=3)-9(-3) f3=03)?*-93)
f(=3) =-27+27 f(3)=27-27
f(=3)=0 f@)=0
|

""_.'“
(X

—
C
P

Como f(—3) = f(3), entonces se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle.
Para obtener los valores de ¢, resolvemos la ecuacion f'(¢) = 0

3¢2-9=0

r——
\6‘/:
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N

Por lo tanto, c; = —V3y ¢, = V/3, que pertenecen al intervalo (—3, 3), son los valores para los
cuales la derivada de la funcién f es igual a cero.

VX5
////.6‘.‘4. (4
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Comprobacién de que parac; = —\/§y Ccy = V3, la derivada de f esigual a cero.

Dado que f'(x) = 3x2—9 Dado que f'(x) = 3x2—9
Parac, = —/3 Parac, =3

f'(—V3) =3(-V3) -9 1'(V3) =3(¥3) -9
f'(—V3)=9-9 f'(V3)=9-9

F(-V3) =0 f(3) =0

En la siguiente figura se muestra que la funciéon f cumple las condiciones del Teorema de Rolle para

el intervalo [—3, 3]. Ademas, para los valores c; = V3 'y ¢, = —/3, las rectas tangentes a la grafica
de f son horizontales; es decir, tienen pendiente igual a cero.

—12
f(c1) +

Recta tangente de
pendiente m=0
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Recta tangente de
+ s pendiente m =0

f(c2)

U

K 4

Elaborado en www.geogebra.org/calculator por el M.C Mario A. Vidal, Docente del Plantel No. 3 (junio, 2025).
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Ejemplo de aplicacién en una situacion real

Un grupo de estudiantes de COBATAB estdn poniendo en practica lo aprendido en clase sobre tiro
vertical, por lo que deciden lanzar una piedra verticalmente hacia arriba desde el suelo, hy = 0,
con una velocidad inicial vy = 24.5 m/s. Aplicando la férmula del tiro vertical para calcular la
altura de un objeto en funcién del tiempo, obtienen la expresién h(t) = 24.5t — 4.9t2.

a) Calcule el tiempo T que tarda la piedra en el aire; es decir, el tiempo que tarda en
golpear el suelo.

b) Determine para que tiempo t la piedra tiene una velocidad igual a cero; es decir,
h'(t) = 0. En otras palabras, alcanza su altura maxima.

Solucion

Calculamos el tiempo T que tarda la piedra en el aire. Para ello, resolvemos la ecuacién h(T) = 0
245T —49T? =0

T(245—-49T)=0

La ecuacidén anterior tiene dos soluciones
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Soluciéon 1 Solucion 2
T=0 245—-49T =0
T, =0 49T = 24.5
T 24.5
T 49 ¢ ;}:
T,=5 g"Ln
2 lJa v
1Y

\

=

W\

Por lo tanto, la piedra tarda T = 5 segundos en el aire.

€
\&

De lo anterior se tiene que para el intervalo cerrado [0, 5], la altura inicial y la altura final de la
piedra son iguales; es decir, h(0) = h(5) = 0.

<

cJ

7

N
Ademas, como la funcién h(t) = 24.5t — 4.9t2 es del tipo polinomial, entonces es continua en el / R
intervalo cerrado [0, 5] y diferenciable en el intervalo abierto (0, 5). N\

=
r L

De esta forma, como la funcion h(t) cumple las tres condiciones del Teorema de Rolle, entonces

debe existir al menos un valor t en el intervalo (0, 5) para el que la velocidad de la piedra es igual a '_.;755
cero; es decir, h'(t) = 0. -\"!'j
N

N
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Ahora, determinamos el tiempo t para el que la velocidad
f(c) de la piedra es igual a cero. Para esto, obtenemos la
- derivada de la funcién h(t) = 24.5t — 4.9t2, la cual es
h'(t) = 24.5—-9.8t
Igualando h'(t) = 0 se tiene que o
25 =
245-98t =0 5
9.8t = 24.5 3
20 24.5
Y E
' 4
t=25 g
1 Por lo tanto, t = 2.5 segundos es el tiempo en que la piedra g
tiene una velocidad igual a cero; es decir, h'(2.5) = 0. o
4
i h'(2.5) = 24.5 — 9.8(2.5) O
h'(2.5) = 245 — 24.5 2
h'(25)=0 g
e a
5 1T}
<
r4
‘a c—|b :
-5 0 1 10 o]
o
N

7/,

Elaborado en www.geogebra.org/calculator por el
M.C Mario A. Vidal, docente del plantel 3 (junio, 2025)
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Te invitamos a ver el siguiente video para repasar lo abordado sobre el Teorema de Rolle y reforzar
tu comprension del tema.

P
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K 4

https://www.youtube.com/watch?v=5iawHvi-RQk
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TPV1-SA2-ACT01 Matriz de clasificacion

fO)=[x-2]+1

Intervalo: [—1, 5]

fmq/
‘ —

@
L H L g L I I I . s s
-3 -2 -1 "0 1 2 3 4 5 6 7 8
x

Teorema del Valor Medio y Teorema de Rolle

éSe
puede éSe
éSon aplicar puede

éEs ¢Es iguales | el aplicar
Conclusién

continua? | derivable? f(a) y | Teorema el

f(b)? del Teorema
Valor de Rolle

Medio?

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Intervalo: 2, 3]

1001
751

f(x) -

5.0
2571

fx)=x*—4x3+ 2x* +x-1

_os] - Q15
25}
~s.0}

20 25 30 /35

f(2) = f(3) = -7.

=7.5¢

—10.01

7
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puede éSe

ésSon aplicar puede

éEs ¢Es iguales el aplicar
Grafica Conclusion
continua? | derivable? f(a)y | Teorema el
f(b)? del Teorema
Valor de Rolle

Medio?

fx)— x*+4x-1

Intervalo: [3, 5]
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| Problemario TPV1-SA2-ACT02
Teorema del Valor Medio

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios. Aseglrate de mostrar tus procedimientos y
revisar tus respuestas antes de entregar.

1. Analiza si se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio para cada una de las
siguientes funciones dentro del intervalo indicado y determina el valor de c que satisface dicho

teorema:
a)f(x) =9x* +8x+3 [2,8] o) f(x) =3x3+4x*+3x-2 [-5,3]
b) f(x) =2x3 —3x% +x [-1,3] d) f(x) =8x3—6x*+8x—5 [-2,4]

2. Una van de transporte publico salié de Villahermosa con destino a Ciudad del Carmen y fue
advertido pasando Ocuiltzapotlan donde el limite de velocidad permitida es de 120 km/h.
Posteriormente recorrié 65 km en 27 minutos (0.45 h) y se estacion6 después de Frontera, donde
otro agente lo sanciond por exceso de velocidad. ¢ Crees que la sancién fue justa? Justifica con el
Teorema del Valor Medio.
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Teorema de Rolle

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios. Asegurate de anotar tus
procedimientos y revisar tus respuestas antes de entregar.

S ISR

1. Verificar que las condiciones del Teorema de Rolle se cumplan para las siguientes
funciones en el intervalo indicado. Ademas, de ser posible, obtener los valores de ¢ para
los que f'(c) = 0.

a.f(x) = x?> + 6x + 5 en el intervalo [-7, 1]

b. f(x) =x3—2x%—x+ 2enelintervalo [—1, 2]

c. f(x) =senxen elintervalo [—m, 7]

d. f(x) = e*senx en el intervalo [0, ]

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

2. Los alumnos de la capacitacion de robdtica del Plantel 5 estan probando un dron cuya

LS

—
(g
-

trayectoria esta dada por la funcién de posicién f(t) = —§t2 + 4t, donde la variable t es

=

\

el tiempo en el aire en segundos. Calcule que tiempo le tomara al dron alcanzar su altura
maxima antes de volver a tocar tierra.

(=

€
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3. Redacta una reflexion acerca de la utilidad de ambos teoremas en fenémenos reales.

La respuesta puede variar

[y

=
r L7

|
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|
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|
|
|
I
|
|
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I
e. f(x) =xInxenelintervalo [0, 1] 1
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
I
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|
I
|
|
|
I
|
|
|
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Progresion 6

Aplica procedimientos algoritmicos para derivar funciones implicitas y de orden superior, asi como
el uso de estas Ultimas para resolver limites indeterminados utilizando la regla de L'Hopital aplicando
estas herramientas en la solucién de problemas de las ciencias

CiM1. Ejecuta cdlculos vy
algoritmos para resolver
problemas matematicos, de la S1. Elementos aritméticos-
ciencia y de su entorno. algebraicos.

C1M2. Analiza los resultados
obtenidos al aplicar
procedimientos algoritmicos
propios del pensamiento
matematico en la resolucién S3. Elementos variacionales
de problematicas tedricas y de
su contexto.

C1. Procedural

C3ML1. Selecciona un modelo
matematico por la pertinencia
de sus variables y relaciones
para explicar una situacion,
fenomeno o resolver un
problema tanto teérico como
de su contexto.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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C3. Solucién de problemas y

C3M3. Aplica procedimientos,
modelacién

técnicas y lenguaje
matematico para la solucién
de problemas propios del
pensamiento matematico, de
areas de conocimiento,
recursos sociocognitivos,
recursos socioemocionales y
de su entorno.

S2. Construccion de modelos
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La mayoria de las funciones que has utilizado hasta ahora, se han descrito como una variable
explicitamente en términos de otra variable, propiamente en funcién de la variable independiente
“x”. De igual forma, la derivacién sigue mismo camino, todos los métodos vistos se han realizado de
forma explicita, es decir el segundo miembro solo contiene valores de “x”, sin embargo, existen otras
funciones que se definen por la relacion “x” y “y”, de la forma f(x,y) = 0, se dice que “y” es una

funcién implicita de “x”. Algunos ejemplos se muestran en la siguiente tabla:

Funcién explicita Funcién implicita
Ejemplos: Ejemplos:
y = 2xcosx x3y+xy3—-5=0
f(x)=5x3—-3x*+x2 -1 xy = cos(x + y)
@) x+2 3 6 v +8
x) = —_———= X
4 x—1 x y Y
Nota: todos los términos de x se encuentran Nota: tratar de despejar y = f(x), es mas
en un solo miembro de la igualdad. complicado, a veces no es posible hacerlo.

ll ”

para realizar la derivada, en este
, pero teniendo en

Observamos que seria mas complicado realizar un despeje de
caso, es mejor recurrir a la Derivacién Implicita, derivando con respecto a

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

ll ”

(f"
7

“, "

cuenta que “y

ll ”

dy o .
es funcion de “x”, agrupando los términos que contengana f'(x) = ﬁ, finalizando

7%

&

con su despeje.

—
C
P

Regla de la cadena

r——
\é

Al encontrarnos funciones mas complejas comuinmente en el drea de las matematicas, modelos de
fisica, quimica o medicina, existen funciones que se combinan con otras funciones. Nos
apoyaremos con la regla de la cadena para derivar funciones implicitas.

S
At

‘e

7
G

77/

Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la funcién compuesta definida por
f'(g(x)) - g'(x) es derivable en x, es decir:

P
C

-c:
=7y

&

dy_ ! . !
E‘f ) -g'(x)
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%
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En la notacidn de Leibniz, si y es funcidn de u, u es funcién de x:

dy dy du
dx du dy

Ejemplo 1

Pasos para resolver la derivada implicita:

|

que y es una funcidn de x, debemos
. . .. . d
multiplicar también su derivada d—i’ tal como

lo indica la regla de la cadena.

3 _ 2
y® =3x+4y
P
Funcién implicita Primer miembro = Segundo miembro hay
hay términos de términos de “y”
llyll
1.Derivamos todas las variables para ambos d d d
—y3 =—3x +—4y?
miembros de la igualdad con respecto a x. dx dx dx
2.Para los términos de x, es sencillo derivar d
. —3x =3
como se ha realizado hasta ahora. dx
d d
23y = 94,3-1
3.Para los términos de y, como suponemos dx ") =3y dxy 3y* dxy

d d
4v2) = 8y2-1 —
(y) 8y ax 8ydxy

Entonces: 3y? % =3+ 8y%

4.Despues de derivar, factorizamos y

. . dy
realizamos el despeje para -

Ordenando los términos:
d d
y 8 y

3y2—

dx ydx 3

Factorizando:
dy
3y?2 —8y)—==3
By y) ax

Despejando:

dy 3
dx 3y2 -8y

JENZ se=EIiE T sz A WNR ZiI D
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Ejemplo 2

Los estudiantes de la capacitacién de robdtica de 6to
semestre del plantel No.2, disefiaron una aspiradora
robot, cuya trayectoria se modela con la ecuacion de una

circunferencia: x2 + y? = 16, a partir de esta expresion,

. . .. d
obtén la derivada implicita é.

Tomemos la expresion de la circunferencia x? + y2 =16,

. . ., , “Aspiradora Robot”. Imagen realizada en CoreIDRAW-
despejar la variable “y” en funcién de “x”, podria resultar
2021, por Luis Miguel Ruiz Rodriguez, docente del

en una expresion mas dificil de derivar: plantel 2 (Julio 2025).

y? = 16 — x?, despejando: y = +V16 — x2

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Derivacion explicita Derivacion implicita
y1 =V16 —x2; y, = —V16 — x2 x*+y* =16
Derivamos solo a y;, la derivada de y, serd el d , d ,_d
—x*+——y°=—16
. . . dx dx dx
mismo resultado con signo contrario.
2x + 2y 4y 0
d d d x =
N2 16— x% = —— (16 — x?})/2 dx
dx dx dx .
Despejando:
dy1 = 1(16—x2)%‘1£(16—x2) d 2
dx 2 dx @a_ XX
dy, 1 1 dx 2y y ' \\
—=-(16—-x")"2(—-2x) ; i O
dx ~ 2 Podemos obtener la pendiente con cualquier \\ <
Reordenando la expresidn: punto de la circunferencia (x, y). IJG‘\'
d 1 \
x 2(16 — x2)2 De igual forma se puede expresar el resultado _,-’-_
- - : . N7
Simplificando: en términos de la variable x, sustituyendo a ‘J
_ N\
an _ 2x = X y = +V16 — x2: Q\“
Pop6-a2z V167 dy _, x X
dy, . * dy_+ x dx  ~ 16 — 2 'ﬁ*:'
dx  Vi6—x2 dx /16— 2 UL\JG
Nota: Observamos que era mas conveniente usar la derivacion implicita, reduciéndose el nimero :;’:f
de pasos y evitando la simplificacién algebraica del resultado. 'S:)‘a

N
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Obtener %, siy = cos (4xy). Aplicamos la derivada en cada miembro de la igualdad:

d()_d 4
ax y —dxcos( Xy)

d d d ,
De la regla de la cadena y la regla del producto(d uw =u_—v +v— u), se obtiene:

Y sen(axy) 4% (xy) = 4 4(d+d)
1= Sen(xy) 4 (xy) = sen (4xy) S A e

Multiplicamos los términos obtenidos de la derivada:

dy dy
i —sen(4xy) + 4xa + 4y

P d . .
Ordenamos términos de d—z en el primer miembro:

@Y 4 (4xy) + 4
T~ X, = —sen(4xy y

Factorizando:

Y 1 —ax)= (4xy) + 4
T x) = —sen(4xy y

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

. . d
Finalmente despejamos d—i:

{7

dy -—sen(4xy)+4y 4y —sen(4xy)
dx 1-4x - 1-4x
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Recurso audiovisual.

7

=,

c:“.-'-
cL/

Para saber mas sobre la derivacion implicita puedes

observar el siguiente video escaneando el cédigo QR:

\3
&

K 4
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a)2x%2 —8x+4y°>=3x—y
b) x = sen(x + 6y)

c)5x% + xy* = —2x2 + 3y

2.En Electrodnica, existe un dispositivo llamado “Amplificador Operacional Derivador”, cuya
funcién es producir un voltaje de salida (V,) proporcional a la variacion instantanea del voltaje
de entrada (V;) con respecto al tiempo (t), R y C son la resistencia y capacitancia del circuito
respectivamente, su ecuacion se muestra a continuacion:

- :
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
| I
| I
" Vo= av; 1
| o dt !
| I
I
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
- |
I
| I
| I
- |
I
| I

, . L, dv; o)
Enfocandonos Unicamente en la derivacidon, obtener d—t‘, para una sefial igual a: V; =
sen(Vi + Zt)

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

“n

r’, se represente

(f"
7

3.El drea total de la superficie de un cilindro circular recto de altura “h” y radio

7%

LS

a partir de la ecuacién: 2rr? + 2rrrh = 50, hallarﬁ.
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él Lectura: Derivas de orden superior.
=

Antecedentes

Las derivadas de orden superior son un concepto fundamental en el calculo diferencial que se utiliza

para analizar el comportamiento de funciones en diferentes niveles de

exploraremos cémo se desarrollaron las derivadas de orden superior y su importancia en la

matematica y la fisica.

El concepto de derivada se remonta a la antigliedad, con contribuciones de matematicos como

Arquimedes y Pierre Fermat. Sin embargo, el desarrollo de las derivadas de orden superior se acelerd

en el siglo XVII con el trabajo de:

Isaac Newton: Newton desarrolld el método de las fluxiones, que es equivalente a la derivada.

Utilizé derivadas de orden superior para estudiar la fisica de los objetos

Tomado de Isaac Newton [Imagen] Store norske

leksikon. (s.f.),

Gottfried Wilhelm Leibniz: Leibniz introdujo la notacién de % para la
con derivadas de orden superior.

Tomado de Gottfried Wilhelm Leibniz [Imagen] Store

norske leksikon. (s.f.),

JellZ FRe=CIiel X SRz BB VR
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profundidad. En este tema,

en movimiento.
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Definicion y notacion

Una derivada de orden superior es la derivada de una funcidn que ha sido derivada una o mds veces.
Es decir, si f(x) es una funcién derivable entonces su derivada f’(x) también es una funcién, derivando
la primera derivada se obtiene otra funcion, llamada segunda derivada, la cual se denota por f”(x),

obteniendo una funcién nueva.

Suponiendo que todas las derivadas existen, puede diferenciarse una funcién y = f(x) tantas veces
como se quiera. La tercera derivada es la derivada de la segunda derivada. La cuarta derivada es la

derivada de la tercera derivada, y asi sucesivamente.

Para denotar las derivadas de orden superior se tiene que:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

. ., . . d
e Laderivada de una funcién se llama primera derivada y se denota con: y' = é.
. . . ,y d%y
e laderivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con: y'' = oz
d3
e Laderivada de la segunda derivada se llama tercera derivada y se denota con: y'"’ dx33]
, . , . . . n d™y
e Asisucesivamente hasta llegar a la enésima derivada, es decir: y™ = o
Ejemplos
d3y . 2
obtener la Sy = 4x* — 6x + 2.
: : : . . @y AN
Para resolver esta derivada es necesario recurrir a las derivadas de orden superior, ya que —= nos et
=%
esta indicando que se quiere saber cual es el resultado de la tercera derivada, por lo tanto: HG‘\‘.

Ejemplo 1

Funcidn Obtener Ia derlvada

= 432 — d
y 4x 6x + 2 y’=a(4’x2_6x+2)=8x_6

d?
—E(SX—6) =8

d3
nr - 8 — 0
y —dxg( )

Por lo tanto, el resultado de la tercera derivada es cero.
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Funcion Calcular d—x}zl derivada
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— 0c3 d

cos> x

y y' = P (cos3 x) = —3cos?x sen x
X

2

14

Y=o (—3cos?x sen x)

d d
= —3cos?x — (sen x) + sen x — (—3cos?x)
dx dx
= —3cos? cosx — 6sen x cosx (—sen x)

= —3cos3x + 6sen’x cosx

Por lo tanto, el resultado de la segunda derivada es

y'" = —3cos3x + 6sen?x cos x.

Ejemplo 3. En el Colegio de Bachilleres de Tabasco los alumnos de la serie fisico- matematico,

realizaron un experimento de un proyectil el cual sigue una trayectoria dada por la funcion f(t) =

—16t% 4+ 100, donde t es el tiempo en segundos. Ellos desean calcular la aceleracién vy la

velocidad del proyectil ent = 2s.

Funcion Solucion.

f(t) = —16t* + 100 Para calcular la velocidad del proyectil, se calcula la primera derivada.
v(t) = f'(t) = —32t

Para calcular la aceleracion, se calcula la derivada de la velocidad, es

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
7

decir; la segunda derivada de f(t).
a(®) =v'(t) = f'(t) = -32

Como nos piden la aceleracion y velocidad en t =2, entonces

SE

=

{10

sustituyendo tenemos que:

€
\&

a(2) = - 2
Su aceleracién sera de —32 m/s?, como es negativa decimos que esta Q\Q

desacelerando.

..
_—
"I

P
C

=
r L

La velocidad seria v(2) = —32(2) = —64 m/s

Observamos que la velocidad es negativa, significa que esta

ldé
disminuyendo la velocidad, en otras palabras, el proyectil estd 'g%
frenando. )\‘)\\

7/
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Para saber mds sobre las derivadas de orden superior,

puedes observar el siguiente video dando clic en el

enlace o escanea el cédigo QR:

https://www.youtube.com/watch?v=wvgbldMrRPO

Lectura: Regla de L' Hopital

La regla de L'Hopital es una herramienta fundamental en el cdlculo diferencial que se utiliza para
evaluar limites de funciones que presentan indeterminaciones. Esta regla lleva el nombre del
matematico francés Guillaume Frangois Antoine, Marqués de L'Hopital, quien la popularizd en su

libro "Analyse des Infiniment Petits pour I'Intelligence des Lignes Courbes" en 1696.

La regla de L'Hopital sefiala que el limite de un cociente de funciones es igual al limite del cociente

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

de sus derivadas, siempre que se cumplan con las condiciones dadas. Es decir; sea fy g dos funciones

(f"
7

derivablesy g'(x) # 0 sobre un intervalo / que contiene a. Suponga que:

(5

0

lim f(x) =0y limg(x) =0, oque lim f(x) = ooy lim g(x) = 1 JU%
x—-a x—-a xX—-a xX—-a

=
=

€
&

<

cJ

. . . 0 o
En otras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo 0% Entonces

\

7

7/

f® _ . &)

lim——=lim—F——

xag(x) x-ag'(x)

[y

=
r L7

A
///,.oc.\¢
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Ejemplos

Para poder comprender la regla de L'Hopital analicemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1

Limite Andlisis Aplicacion

2 -9 . s B . .
Obtener el lm31 Primero evaluamos en el limite | La regla de L'Hopital nos dice que

-3
directamente para ver qué | derivemos tanto el numerador como
resultados nos da; es decir: el denominador, es decir:

32 — 9 9 — 9 0 d
lim — Cx2-9 =3
x—>33 3 3 3 0 lim = lim~=———
o x-3 x—3 x—3 i( 3)
Obtuvimos como resultado o es dx
2x
una forma indeterminada, por lo | = lirr%T
X—

tanto, podemos aplicar la regla de Una vez derivado, se sustituye el

'Hopital. limite.

I 2x_2(3)_6_6
x1—>n%1_ 1 1

Por lo tanto, el limite es 6.

Ejemplo 2

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

Limite Analisis Aplicacion N
Jun
Calcular el lim 2% Primero sustituimos directamente | Derivando el numerador vy el
x-0

en el limite para ver si se trata de | denominador:

r——
'\\\\é

€
\&

una indeterminacion: . d . .
sinx g, (sinx)

sino 0 im “\!‘
lim = —, por lo tanto, se trata | x~0 x §).
x>0 O 0 —(x) -
dx %

de una indeterminacion, para . COSX ’ L“
= 11_1}(1) 1 W\

resolver esta cuestion x *‘I
) , ) Ahora sustituimos el limite en U | Y
aplicaremos la regla de L’ Hopital. =
lim S98% —cos1 _ 1 _ 4 7

=0 1 1 1 {¢~

. '\~)"J

Por lo tanto, el lim 2o -1 ) \Q

x—0 X \
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Limite Analisis Aplicacion
Calcular lim ==L Evaluemos directamente el valor | Aplicando la regla de L'Hopital.
x—00 2X+3
de x en el limite, y observemos si o x—1 ) %(x—l)
Lim et lim 4
hay una indeterminacion. xoe X007 (2x+3)
. x—1 oco—1 o) li 1 1
m— = = — — - = —
x—>002x+3  2(0)+3 oo’ x‘j{.&, 2 2

ya que, si a un nimero grande le | concluimos que lim 2= =1
x—oo 2X+3 2
quitamos uno, sigue siendo
infinito, por otro lado, si a un
numero infinito se multiplica por
dos y le sumamos tres, sigue

siendo infinito. Por lo tanto, si hay

una indeterminacion.

Ejemplo 4

Limite Anadlisis Aplicacion
Evaluar lim =% Sabemos que nuestro primer paso | Por lo tanto, podemos utilizar la regla
X—00 €7 —

es sustituir directamente el valor | de U'Hopital.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

de x en el limite: d '

. 3x 7 (3%) H‘,\)
3x _ 3(0) _ lim = lim NE

lim = =—, por el | xpoeX —1 x-w d ox "
x—o00 €X—1 T e®—1 dx( - 1) | )
' . _ Juv
mismo razonamiento del ejemplo 3 3 \\\
=lim—=—=0 “
anterior, podemos observar que xoce oo "’
Como tres dividido entre un nimero ==

se trata de una indeterminacion.

€
\&

7
9%

77/

grande tiende a cero, por lo que

concluimos que:

3x

lim =0.

x—o00 €X—1

P
C

c—
.4

U

[2
%

L~/
WS
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Ejemplo 5
Limite Analisis Aplicacion

3x
Obtener lim =

X—00

Evaluemos en valor de x en el | Aplicando la regla de LHopital

limite, y veamos lo que se obtiene. | tenemos que:

23X p3(®) o i d s
lim =2 =2 e ()
x>0 x2 0?2 () lim — = lim =5——
X—>00 xz X—00 d ( 2)
por lo tanto, se trata de una dx ¥
. L, 3x
indeterminacién. — lim 3e
x>0 2X

Ahora, sustituimos el valor de x en

3e3x 3e3(00) 0

lim = =—
x—00 2X 2() oo’

nos damos cuenta que se trata de
otra indeterminacion, para lo cual se

vuelve aplicar la regla de L'Hopital.

30 (3™
lim = lim & -
E(ZX)
9e3x
= lim
X—00

Ahora sustituimos en este limite el

valor de x y analicemos.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

9e3*  9g3(®) o

(f"
I

li = =—= ~
e 2 2 2 7 %

)
Después de la segunda aplicacion de uU\'

la regla de LHopital, se observa

\

=

W\

9e3* - oo, mientra que en el

€
\&

denominador permanece constante.

— &7
T

. . e
Concluimos que lim — = oo

x—oo X

P
C

N (=
///,.oc-,?\ ,\,\“E,—_f
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Recurso audiovisual

Para aprender mas sobre la regla de L’ Hopital escanea el QR o visita el siguiente link para ver el
video:

https://youtu.be/UgyzVRS7ukA?list=PLunRFUHsCA1zHaYFyPsO6gXhBhgchox1x

// E’ | Problemario TPV1-SA2-ACT03

Realizar los siguientes ejercicios.

1. ObtenF,my—x —2x3 —4x% — 5x + 2.

2. El movimiento de la particula se rige por la expresién s(t) = 2t?> — 3t + 5, donde s se
expresa en metros y t en segundos. Determina:

a) Lavelocidad que alcanza al transcurrir 3 segundos.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

b) Lavelocidad final alos 5 s.

(f"
7

¢) Suaceleracibnent =5s.

SE

3. El desplazamiento de un auto mévil est4 dado por la funcién f(x) = 4t? — 2t + 3, si el
desplazamiento se mide en metro y el tiempo en segundos. Determina:

=
=

€
&

<

\

a) Laecuacion de la velocidad.

b) Lavelocidadent =2s

‘e

7
G

c) Laaceleraciénent =2s N
4. Obtener los siguientes limites: ;(.L“'
. x3-125 4

a. lim—; ub\
x—>5 X“—25 b

L (x—2)%-4 =

b. chl_r)rg) — ys_’
1 ex |°Q

c. > K
x—o0 X“+Xx .) \\
N
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Reforzamiento

Progresion 5y Progresion 6

Instrucciones: Resuelve el crucigrama escribiendo las palabras correspondientes a cada pista,
basadas en los temas de la Progresion 5 y 6. Es importante respetar la ortografia.

PISTAS:
HORIZONTAL VERTICAL
1. Matematico francés cuyo teorema establece que 2. Apellido del matematico alemdn que introdujo
si fla)=f(b), y la funcidn es continua y diferenciable la notacién Z_y para representar derivadas.
X

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

existe un punto c entre a y b donde f’(c)=0.

(f"
7

3. Tipo de derivada que se utiliza cuando la
variable dependiente no esta despejada en la
ecuaciun, y se requiere apncar denvacion en
ambos lados.

6. Apellido del fisico y matematico inglés que
desarrollé el método de las fluxiones, considerado
como el precursor del calculo diferencial moderno.

=L
7L

8. Palabra en plural que completa la siguiente 4. Funcion cuya gréfica se puede dibujar sin

r——
: \\é.:-t

expre5|onl: .La regla de U'Hopital es utilizada para levantar el lapiz del papel. N7
resolver limites con formas como <y
» . S e DY,
0/0 o oo/e0”, 5. Palabra que completa la siguiente expresion: “Si %
se deriva la primera derivada se obtiene la sQ
derivada”. ’ '\\
AT
7. Palabra que completa la siguiente expresion: “El "“
Teorema del Valor afirma que existe al U | t:
menos un punto dentro de a y b donde la derivada —f
de una funcién continua en el intervalo cerrado -y‘,‘
[a,b] y diferenciable en el intervalo abierto (a,b) es "\Q)\J
igual a la pendiente de la secante entre ay b”. 5%
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Progresion 5y Progresion 6
@g Problemario

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios. Asegurate de mostrar tus procedimientos y
revisar tus respuestas antes de entregar.

: 1. Un vehiculo particular conducido por Don Manuel Pérez, originario de Tabasco, fue detenido
| Por un agente en La Isla, donde el limite de velocidad es de 90 km/h. Mas adelante, recorrié 60

I km en 35 minutos (equivalente a 0.583 h) y fue nuevamente detenido antes de llegar a Paraiso,

: acusado de haber excedido el limite de velocidad. ¢ Consideras que la sancién fue justificada?

| Utiliza el Teorema del Valor Medio (TVM) para justificar tu respuesta.
1
1
I
1
1

I'2. Asuma que la funcién f(x) = —x2 — 14x cumple las condiciones del Teorema de Rolle en el

jintervalo [—14,0]. Calcule el valor de c para el que f'(c) = 0.
|
1 Escriba aqui la ecuacion.
I
I
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:3. Determina la derivada de la funcién y3 =3x+ 4y2 1
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
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{7

)
‘Ju‘-
3
4. Determina % de la funcién y = Inx \“\

\

€
&

<

Y7

Wi
“¢-¢ ¢$‘€" 7

>/
(2
7

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D



TACEH A p— V
L\ 93 | 2 /—J
bnh‘ | } IN .\\\\3 5 .nb/"db\\\\\ Eg%* Emg.!'!.smuAm&.!ON g@gﬁ ////lh . r.r.- L7 77/X /4‘\\\\\

LI 4
Progresion 7:
[ ]
Aplica y/o construye modelos para encontrar la solucion de situaciones-problema de su contexto,
usando la derivada como una herramienta que le permite interpretar y explicar fendmenos de
variacion estudiados por las ciencias considerando herramientas analiticas y/o tecnoldgicas en la

modelacion.

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias

C2M1. Observa y obtiene
informacion de una situacién o
fendmeno para establecer
estrategias o formas de
visualizacion que ayuden a
entenderlo. C2. Procesos de intuicion y | S1. Capacidad para observar y
C2M4. Argumenta a favor o en | razonamiento conjeturar

contra de afirmaciones acerca
de situaciones, fendmenos o
problemas propios de |Ia
matematica, de las ciencias o
de su contexto.

C3M3. Aplica procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la solucién de
problemas propios del

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

pensamiento matematico, de S1. Uso de modelos

areas de conocimiento,

recursos . socmcpgnmvos, L \}
recursos socioemocionales vy %
de su entorno. \u'
C3M2. Construye un modelo UU\‘

matematico, identificando las
variables de interés, con la | C3. Soluciéon de problemas y
finalidad de explicar una | modelacién S2. Construccion de modelos
situacién o fendmeno vy/o
resolver un problema tanto

=
=

€
&

<

\

cJ

7

tedrico como de su entorno. \\\
C3M4. Construye y plantea {".“
posibles soluciones a N
roblemas de dreas de . . )
P L S3. Estrategias heuristicas vy W
conocimiento, recursos ) L o v
. L ejecucién de procedimientos —=
sociocognitivos, recursos L B
. ) no rutinarios A
socioemocionales y de su R4
entorno, empleando técnicas y )\)\‘
lenguaje matematico. N
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Lé.\! Lectura: “Modelacion matematica”
‘ f Conceptos Basicos de la Modelacion Matematica

La modelacién matematica es el arte y la ciencia de usar el lenguaje de las matematicas para
describir y entender situaciones del mundo real. Es una herramienta poderosa que nos permite
analizar, predecir y tomar decisiones informadas sobre diversos fendmenos, desde la trayectoria de

un proyectil hasta el crecimiento de una poblacién.
Aqui te presentamos los conceptos fundamentales que necesitas conocer:
1. {Qué es un Modelo Matematico?

Un modelo matematico es una representacion simplificada de un sistema o fenémeno del mundo
real, expresada en términos matematicos (ecuaciones, funciones, graficos, etc.). No busca ser una
copia exacta de la realidad, sino una herramienta util que capture los aspectos mas importantes del

problema.

Analogia: Piensa en un mapa. Un mapa no es el terreno real, pero es una representacién que te
permite navegar y entender la geografia. Un modelo matematico es similar, pero en lugar de la

geografia, representa relaciones y comportamientos.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

2. Elementos Clave en la Modelacion:

SE

Variables: Son las cantidades que cambian o pueden variar en el problema. Se representan con letras

(ej.x, v, 1, P).

r——
\é

W\

€
\&

<

Variables Independientes: Son las que controlamos o que varian por si mismas y afectan a otras

cJ

7

variables (ej. tiempo, cantidad de fertilizante). \\‘

A
Variables Dependientes: Son las que cambian como resultado de la variacién de las variables N\
independientes (ej. altura, produccién de cultivos). ut‘é

=
Parametros: Son valores constantes dentro de un modelo especifico que representan caracteristicas g\g
fijas del sistema (e]. una tasa de crecimiento constante, la gravedad). A diferencia de las variables, )‘%
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los pardmetros no cambian durante el andlisis de un modelo particular, aunque podrian cambiar si

el modelo se aplica a una situacion diferente.

Relaciones (Ecuaciones/Funciones): Son las expresiones matematicas que describen cémo se
conectan las variables y los pardmetros. Pueden ser ecuaciones lineales, cuadraticas, exponenciales,

etc., dependiendo de la naturaleza del fenémeno.

3. El Proceso de Modelacion Matematica:

La modelacién no es un evento unico, sino un ciclo que generalmente incluye los siguientes pasos:
a) Comprender el Problema (Formulacion):

Identificar claramente lo que se quiere modelar y por qué.

Definir el objetivo del modelo (¢ Qué queremos predecir? ¢ Qué queremos entender?).

Identificar las variables y parametros relevantes.

Hacer suposiciones simplificadoras (¢ Qué podemos ignorar para que el problema sea manejable sin

perder su esencia?).
b) Formular el Modelo Matematico:
Traducir la informacién del problema a un lenguaje matematico.

Establecer las ecuaciones o funciones que describen las relaciones entre las variables.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Elegir el tipo de funcién o ecuacién mas adecuado (lineal, exponencial, cuadratica, etc.).

SE

c) Resolver el Modelo:

Utilizar técnicas matematicas (algebra, calculo, estadistica, graficacidn) para obtener resultados del

=

{10

€
\&

modelo.

<

) &7
'“f'//é?

Esto puede implicar resolver ecuaciones, graficar funciones, calcular valores especificos.

d) Interpretar los Resultados:

:"n‘
£/

Traducir las soluciones matematicas de vuelta al contexto del problema original.

\&
2

(O

¢Qué significan los numeros obtenidos en términos del fenémeno real?

L~/
WS

e) Validar y Refinar el Modelo:

JENZ Sre=EIiE T sz Er A R LM )
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Comparar los resultados del modelo con datos reales (si los hay).

co6

éEl modelo predice lo que observamos? ¢Es razonable?

Si el modelo no es preciso, volver a los pasos anteriores para revisar suposiciones, ajustar

parametros o reformular las relaciones. La modelacion es un proceso iterativo.
4. Tipos Comunes de Modelos:

Modelos Lineales: Describen relaciones donde una variable cambia a una tasa constante con

respecto a otra (ej. y = m x + b). Utiles para situaciones de crecimiento o decrecimiento constante.

Modelos Cuadraticos: Describen relaciones donde una variable depende del cuadrado de otra (e;j.
y = ax? + bx + ¢). Utiles para describir trayectorias parabdlicas o fenémenos con un punto

maximo/minimo.

Modelos Exponenciales: Describen situaciones de crecimiento o decrecimiento muy rapido, donde
la tasa de cambio es proporcional a la cantidad actual (e]. crecimiento poblacional, desintegracion

radioactiva).

Modelos de Proporcionalidad Directa/Inversa: Casos especiales de relaciones lineales o de potencia

donde una cantidad es un multiplo o un inverso de otra.
5. Importancia de la Modelacion Matematica:

Resolucidn de Problemas: Permite abordar problemas complejos de manera estructurada.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Prediccidn: Ayuda a prever el comportamiento futuro de un sistema.

SE

Toma de Decisiones: Proporciona informacién para tomar decisiones informadas en diversas areas

(negocios, ciencia, ingenieria, salud).

\

=

W\

€
\&

Comprensidn: Ayuda a entender mejor cémo funcionan los fenémenos del mundo real.

<

), &7
??//é

Desarrollo del Pensamiento Critico: Fomenta la habilidad de analizar, simplificar y abstraer

problemas.

:"n‘
£/

La modelacidon matematica es una habilidad esencial en el siglo XXI, ya que nos permite aplicar el

conocimiento matematico para entender y dar solucion a los desafios que enfrentamos en nuestro

\&
2

“
W

dia a dia y en diversas profesiones.

LY.
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Ejemplo de Modelacién Matematica:

Vamos a aplicar los conceptos de variables, pardmetros, relaciones y el proceso de modelacién a

situaciones cotidianas o fenémenos sencillos.
El Costo de un Viaje en Taxi

Un taxi en Villahermosa, Tabasco, cobra una tarifa fija por abordarlo y luego un costo adicional por

cada kildmetro recorrido. Queremos modelar el costo total del viaje.

a) Comprender el Problema:

Objetivo: Determinar el costo total de un viaje en taxi en funcién de la distancia.
Variables:

Variable Independiente: Distancia recorrida (d, en kildémetros).

Variable Dependiente: Costo total del viaje (C, en pesos mexicanos).
Parametros (valores que se mantendrian fijos para este modelo de taxi):

Tarifa por abordarlo (a, en pesos mexicanos).

Costo por kildmetro (k, en pesos mexicanos/kilémetro).

Suposiciones: El costo por kildbmetro es constante y no hay recargos adicionales (por tiempo de

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

espera, horario, etc.).

{7

b) Formular el Modelo Matematico: La relacion es lineal: el costo total es la tarifa fija mas la

L=
-3

distancia multiplicada por el costo por kildmetro.

Modelo: C=a + k-d
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c) Resolver el Modelo (con valores de ejemplo): Supongamos que el abordar el taxi es de $25.00 y

‘e
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el costo por kilémetro es de $10.00.
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a=25

k=10

&
N

El modelo especifico seria: C =25 + 10-d

\
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Siun viaje es de 5 km (d =5): C=25+10-5 =25+ 50 =75

LY.
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d) Interpretar los Resultados:

Un viaje de 5 km costaria $75.00.
Un viaje de 12 km costaria $145.00.
e) Validar y Refinar:

Podriamos preguntar a un taxista real o ver tarifas publicadas para verificar si el modelo es preciso.

Si las tarifas varian por la hora o el trafico, podriamos necesitar un modelo mdas complejo.

Para obtener una grafica que represente el modelo del costo de un viaje en taxi, seguiremos estos
pasos. Recuerda que el modelo que obtuvimos es una funcidn lineal, por lo que su grafica serd una

linea recta.

1. Entender el Modelo y sus Componentes

Nuestro modelo es: C=25+10-d

C (Costo total): Esta es la variable dependiente, la que graficaremos en el eje vertical (eje Y).

d (Distancia): Esta es la variable independiente, la que graficaremos en el eje horizontal (eje X).
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25 (Abordaje): Es el punto de corte con el eje Y, lo que se paga incluso si no se recorre distancia.

{7

10 (Costo por km): Es la pendiente de la recta, indica cuanto aumenta el costo por cada kildmetro

L=
-3

adicional.

2. Generar Puntos para la Grafica (Tabla de Valores)
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Para graficar una linea recta, solo necesitas un minimo de dos puntos, pero calcular tres o cuatro te
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ayudara a verificar que no haya errores y a tener una mejor idea de la escala. Elige valores logicos

para la distancia (d), ya que no podemos tener distancias negativas en este contexto.
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Distancia (d en km) Calculo: C=25+10-d Costo (CenS) Punto (d, C)
0 C=25+10-0=25+0 25 (0, 25)
5 C=25+10-5=25+50 75 (5,75)
10 C=25+10-10=25+100 125 (10, 125)
15 C=25+10-15=25+150 175 (15, 175)

3. Preparar los Ejes de la Grafica
Usa papel milimétrico o una herramienta de graficacién digital como GeoGebra.

Eje Horizontal (Eje X o eje de la Distancia): Etiquétalo como "Distancia (km)". Elige una escala
adecuada para los valores de distancia que calculaste (por ejemplo, de 0 a 20 km, con incrementos

de 102 km).

Eje Vertical (Eje Y o eje del Costo): Etiquétalo como "Costo ($)". Elige una escala adecuada para los
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valores de costo que calculaste (por ejemplo, de 0 a 200 S, con incrementos de 10 0 25 S).

(f"
7

4, Ubicar los Puntos en la Grafica

SE

Ubica cada uno de los puntos que calculaste en el paso 2 sobre tus ejes coordenados.

e (0, 25): Parte del eje Y, a 25. Este es al abordar.
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e (5, 75): Muévete 5 unidades a la derecha en el eje de la distancia, y luego 75 unidades hacia
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arriba en el eje del costo.
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e (10, 125): Muévete 10 unidades a la derecha, luego 125 unidades hacia arriba.

e (15, 175): Muévete 15 unidades a la derecha, luego 175 unidades hacia arriba.
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Una vez que tengas los puntos graficados, Unelos con una linea recta. Dado que la distancia no puede

ser negativa en este contexto, la linea comenzara en el punto (0, 25) y se extenderd hacia la derecha.

La grafica en GeoGebra quedaria asi:

GeoGebra Geomet

@ Punto A
ap Punto B
(o) Punto C
(:) Punto [

) f Segmento [A, D]
[

= 1507

@ Z:y = 25+ 10 x
-+ Entrada

6. Interpretar la Grafica

La grafica te permite visualizar rapidamente la relacidn entre la distancia recorrida y el costo.

Puedes ver que a medida que la distancia aumenta, el costo también aumenta de manera constante

ria

D = (15, 175)

C = (10, 125)

B-=(5,75)

A = (0, 25)

—80km

(debido a la pendiente de 10).

El punto donde la linea cruza el eje del Costo (eje Y) es el banderazo ($25), mostrando el costo inicial

antes de recorrer cualquier

Si quieres saber cuanto costaria un viaje de, digamos, 7 km, puedes encontrar 7 en el eje de la

Distancia, subir verticalmente hasta la linea y luego moverte horizontalmente al eje del Costo para

distancia.

leer el valor (deberia ser $95).

De esta manera puedes generar facilmente una representacién visual del modelo lineal del costo del

—sokm —40km

—20km Okl

20km 40km

taxi, lo que facilita la comprension de como la distancia afecta el precio.

DENZ SRR=ErRIERZ

SR

BNC =)

g

60km

RZMIEHD

80km
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% @ Problemario TPV1-SA2-ACT04

7 @
@ Modelaciéon

1. Un tinaco con forma cilindrica con una capacidad de almacenamiento maximo de 1100 litros; se
encuentra al limite de su capacidad. A las 8 horas del dia unos jévenes accidentalmente agrietan el
tinaco con una pelota de béisbol; justo a la mitad, la grieta genera un flujo de agua constante de 75

litros por cada hora. Con esta informacién, realice lo que se pide:

a) Elabora una tabla que establezca una relacién entre la hora del dia y la cantidad de litros que le

queda al tinaco
b) Escriba el rango de valores de la hora y de la cantidad de litros que quedan

2. La altura de una pelota t segundos después de ser lanzada verticalmente al aire desde lo alto de
un edificio puede modelarse mediante h(t)=-16t2+48t+64, donde h(t) es la altura en pies. ¢Qué tan
alto es el edificio, qué tan alto se eleva la pelota antes de comenzar a caer hacia abajo y después de

cuantos segundos la pelota golpea el suelo?

3. Una ameba es un ser unicelular que se reproduce por biparticion (cada ameba se duplicard y se
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convertira en 2 amebas idénticas). Si partimos de un cultivo de 800 amebas que se producen cada

(f"
I

hora. é Cuantas amebas tendremos a las 10 horas?

SE

4. El valor de un coche se devaliia en 10% cada afio que pasa. Si su valor inicial es de 24 000 pesos.

¢Cudnto tiempo debe pasar para que cueste solo 10 000 pesos?
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{E| Lectura: “Maximos, minimos y puntos de
e N e
’ inflexion”

Aplicaciones de la derivada (optimizacion, maximos,
minimos, puntos de inflexién)

Aplicacion de modelos matematicos con derivadas en la
interpretacion de fendmenos de variacion.

Los modelos matematicos basados en derivadas tienen aplicaciones en una amplia variedad de

contextos cientificos, econdmicos y tecnolégicos. He aqui algunos ejemplos:
1. Fisica y movimiento

e Calculo de velocidad y aceleracion: La derivada de la posicidn con respecto al tiempo nos

da la velocidad, y la derivada de la velocidad nos da la aceleracidn.

e Dinamica de fluidos: Se usa para modelar el comportamiento de liquidos y gases, por

ejemplo, en la aerodinamica de aviones.

2. Economia y finanzas

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

e Optimizacion de ingresos y costos: Las derivadas permiten encontrar los puntos dptimos de

7

produccidn para maximizar ganancias o minimizar costos.

SE

e Modelos de crecimiento econdmico: Se aplican en el analisis de tasas de crecimiento del

PIB y proyecciones financieras.
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3. Biologia y medicina

7

=,

¢ Modelos de crecimiento poblacional: Se utilizan para estudiar la expansidn de especies en

un ecosistema o el crecimiento de células en un cultivo.

P
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e Farmacocinética: Se aplican derivadas para modelar la velocidad de absorcidn y eliminacion

de medicamentos en el cuerpo.

\&
N

\
K0,

PENZSR=EINERZT SR EB DRI D



TACH

ISPV =YY
SSIAONN/ON Bass

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

p— V=) v &2
= iNEmeE

COBATAB /.

4. Ingenieria y tecnologia

e Control de sistemas: En ingenieria de control, las derivadas ayudan a disefiar sistemas que

regulan temperatura, presién y otros parametros.

e Optimizacidon de estructuras: Se usan en arquitectura e ingenieria civil para maximizar

resistencia y minimizar costos de materiales.
5. Ciencias ambientales

e Cambio climatico: Se emplean modelos derivados para analizar tasas de variaciéon en

temperatura, niveles de CO, y otros indicadores ambientales.

e Dinamica de ecosistemas: Se aplican en el estudio de la evolucién de recursos naturales y

el impacto de la actividad humana.

El modelaje matemadtico es un sistema usado para representar algebraicamente, por medio de
funciones, lenguaje o simbologia matematica, diversos problemas que provienen de situaciones que
se presentan en la vida real o hipotética, esto con el fin de que se pueda llegar a una solucién u
optimizacién requerida, que tiene como base la situacion real o hipotética, a través de métodos

matematicos, fisicos, quimicos, analitico, etc, necesarios.

El modelaje matematico es aplicable a todas las demds ciencias, razén por la cual el calculo cobra

mucho potencial.
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Es importante indicar que para realizar un modelo matematico de optimizacién de una situacion real

C.

o hipotética no existe un modelo especifico y riguroso a seguir, pero si existen ciertas reglas o pasos

Ty
ce

utiles que a continuacidn se presentan:

1. Comprende bien la situacidn presentada, apdyate si es necesario, de un diagrama, reconoce
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que es lo que se desea saber.
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2. ldentifica los datos de la situacion, tanto lo conocidos como los que se buscan conocer,

algunos seran las variables que entraran en juego en el problema, identifica quienes son la

P
(g

variable dependiente e independiente, como se relacionan entre si, usa las letras que desees

16—,
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para identificarlas.
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3. Formula las expresiones algebraicas que sean posibles, de manera que la variable

co6

dependiente quede en términos de la variable independiente. Esta relacidn sera el modelo

matematico de la situacion.

4. Aplica el criterio de optimizacidon necesario o requerido (Criterio de la primera o segunda
derivada) con el fin de hallar los valores que satisfacen la situacion planteada y escribe tu

respuesta en términos de la problematica original.
5. Realiza un trazo del modelo y su solucién si es necesario.

Cdlculo diferencial 1 edicidn Julio 2011 Colegio de bachilleres del estado de Yucatdn.

CRITERIOS DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA

Las derivadas son herramientas fundamentales del cdlculo que nos permiten analizar el
comportamiento de una funcién y optimizar procesos en diversas areas. En particular, los criterios
de la primera y segunda derivada nos ayudan a determinar aspectos clave como el crecimiento o
decrecimiento de una funcidn, la presencia de maximos y minimos, la concavidad y los puntos de

inflexion.

La aplicacidn de estos criterios es esencial en problemas de optimizacién en la vida real, como la
planificacién de rutas eficientes, el disefio estructural, la gestion de costos en empresas y la
prediccién de tendencias en modelos matematicos. Con estas herramientas, podemos tomar

decisiones fundamentadas para mejorar procesos y resolver problemas con precision.
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A continuacion se muestran los pasos de estos criterios:

SE

El criterio de la primera derivada nos indica donde una funcién es creciente o decreciente,

permitiéndonos localizar puntos criticos donde la pendiente se anula. Estos puntos son candidatos
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para maximos o minimos locales, dependiendo del comportamiento de la funcién en los
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Pasos:
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Paso 1: Calcular la primera derivada

Dada una funcion (f(x)), encuentra su derivada: [f'(x)] Esta derivada indica la tasa de cambio de la
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funcion.
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Encuentra los puntos criticos resolviendo: [f'(x) = 0] Estos valores de (x) son candidatos para

maximos, minimos o puntos de inflexidn.
Paso 3: Analizar el signo de (f'(x))
Establece una tabla de signos evaluando (f'(x)) en puntos cercanos a los valores criticos:
e Si(f'(x) >0), la funcidn crece en ese intervalo.
e Si(f'(x) <0), la funcidn decrece en ese intervalo.
Paso 4: Determinar maximos y minimos
e Si(f'(x)) cambia de positivo a negativo en un punto critico, ahi hay un maximo local.
e Si(f'(x)) cambia de negativo a positivo, ahi hay un minimo local.

Si al realizar el andlisis del punto 3, la derivada no cambia de signo, entonces, la funcién no tiene

maximo ni minimo, si no que tiene un punto de inflexion.

Por otro lado, el criterio de la segunda derivada nos proporciona informacidn sobre la curvatura de
la funcidn. Si la segunda derivada es positiva, la funcidn es céncava hacia arriba, lo que indica un
minimo local. Si es negativa, es cdncava hacia abajo, lo que sugiere un maximo local. Ademas,

cuando la segunda derivada se anula y cambia de signo, encontramos un punto de inflexién, donde
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la concavidad cambia.
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Pasos:
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Paso 1: Calcular la primera y segunda derivada
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Dada una funcién (f(x)), encuentra:
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e La primera derivada (f'(x)), que indica la pendiente de la funcién.

e Lasegunda derivada (f"(x)), que indica la concavidad y los posibles puntos de inflexion.
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Paso 2: Hallar los puntos de inflexion

&

Un punto de inflexién ocurre cuando la concavidad cambia, lo que sucede cuando: [f"(x) = 0]

¢
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Resuelve esta ecuacidn para encontrar los valores de (x) candidatos.
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Paso 3: Determinar la concavidad
e Si(f'(x)>0) - Ilafuncidn es céncava hacia arriba y tiene forma de "U".
e Si(f'(x)<0) - lafuncidn es céncava hacia abajo y tiene forma de "n".
Paso 4: Hallar maximos y minimos
e Si(f'(x) =0) en un punto critico y (f"(x) > 0), es un minimo local.

e Si(f'(x) =0) en un punto critico y (f"(x) < 0), es un maximo local.

Recurso audiovisual

El siguiente enlace muestra un video de los criterios de la primera y segunda derivada:
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https://youtu.be/yWVWVNE5G6 Y?si=1rKpOV3v7uwgrRbz
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A continuacion, mediante un ejemplo, abordaremos la modelacion matematica de optimizaciony la

L=
-3

aplicacion de los pasos de estos dos criterios...
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Ejemplol: Dimensionado de envase

Se desean fabricar envases cilindricos de hojalata para lubricante con un volumen (V) de 500 ml.

No se desperdicia material al cortar la hoja que constituye la pared cilindrica, pero las bases se

recortan de trozos cuadrados como indica la figura, desperdicidandose los recortes.

LT
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Halla la relacién entre la altura y el diametro de la base para que el gasto de material incluido el

desperdicio, sea minimo.
Pasos del modelaje matematico de optimizacion:

1. Se busca una expresion que relacione la altura y el didmetro de la base del envase en forma de
cilindro y asi optimizar el material a utilizar. Para ello se debe cuantificar el material a utilizar para su

construccién. Por lo que se obtiene el siguiente esquema:

T
-
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Perimetro del circulo de la base
del cilindro
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2. Se sabe que el volumen de un cilindro esta en funcion de su didmetro y su altura. Se le asigna a la

\
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altura la literal h, al didametro la literal d, a la superficie total la literal S y al volumen la literal V.
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3. La superficie total de hojalata utilizada en el envase sera la suma de la superficie lateral del

cilindro, que en este caso es el perimetro de la base circular, 2 = wd, multiplicada por su altura

h, mas el doble de la superficie de un cuadrado de lado d.

= 2
La superficie total S sera entonces: S=mdh+2d® i (1)

El volumen dado V establece una relacidn entre las variables d y h.

2 2
_md“h 500:71'(1!1

,como V=500 se LieNE: s (2)

Entonces, se tiene un sistema de ecuaciones 2 x 2 y se resuelve de la siguiente manera:

Despejando h de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos finalmente:
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S(d) = +2d° S(d) = =2+ 2d”

, simplificando,
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Donde d es mayor a 0.
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4. Aplicando los pasos del criterio de la primera derivada:
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S(d) = —+2d

Paso 1 se obtiene la derivada de la funcién

2000 500

S'(d) = + 4d , factorizando por factor comun, S’(d) =4

Paso 2 Se igualan a cero los factores y se despeja d

—500

__ 500
=

d3 =500

d =3/500
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d=17.94
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Paso 3 Analizar el signo de f'(x) en los puntos d1 = 7.5y d2= 8.5

Cd, &7
ﬁ'}-//z.é;-. ,

=
r L7

S'(7.5) = ( (75:)‘; +7.5)=-556

-500

+8.5)=+6.32
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Como: S’(7.5) < 0), la funcién decrece en ese intervalo.
Como: S’(8.5) > 0), la funcidn crece en ese intervalo.

Lo cual se aprecia en la siguiente grafica elaborada en Geogebra:

= GeoGebra Geometria

® TP . t | =

20 ‘

Aganea — 2000 +2a
(] A — Minime(r, 0, 50) -

@ i + Entrada..

Af= (7.9, 378)

Paso 4 Determinar maximos y minimos

Como (f'(x)) cambia de negativo a positivo, ahi hay un minimo local.
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Ahora aplicando los pasos del criterio de la segunda derivada:

{7

Paso 1: Calcular la primera y segunda derivada HG‘\!
\)
Se procede a calcular la segunda derivada ya que la primera, S'(d) = 4(_220 + d) se calculé en el :

\

€
&

criterio de la primera derivada:
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NS

. 1000 Wr
s(d) = 422 + 1) R
AN

Paso 2 y 3: Hallar los puntos de inflexion y Determinar la concavidad NN

=
r L7

Como S (7.94) = 4( 10003 + 1) =11.99, es decir, f"'(x) > 0) - la funcién es concava hacia arriba y =
(7.94) y;

tiene forma de "U". "fJ
b\);

,
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Paso 4: Hallar mdximos y minimos

1000
(7.94)3

Como S7(7.94) = 4( + 1) =11.99, o sea, (f"(x) > 0), es un minimo local.

Por lo tanto, la relacion entre la altura (h) y el didmetro (d) de la base para que el gasto de material

incluido el desperdicio, sea minimo es:

_ 4(500)/m(7. 94)2 2000
d 7.94 T 1 (7.94)3

=1.27, es decir, h=1.27d.

La altura (h) del cilindro debe ser 1.27 veces el diametro (d) de la base para que el drea total sea la

menor posible, es decir, para que el gasto de material incluido el desperdicio, sea minimo.

El siguiente enlace muestra un video de los fundamentos de optimizacién con derivadas.

AN

J

4,
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https://youtu.be/BJ9fIDp9qM8?si=uRDE5fONrtTmbSEZ
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https://www.youtube.com/watch?v=hCsEbEZ KAo
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Ejemplo 2: Calcular el volumen maximo de una caja sin tapa

Se quiere construir una caja sin tapa a partir de una ldmina de cartén de 20 cm por 10 cm. Para ello,
se corta un cuadrado de lado x en cada esquina y se doblan los lados. ¢ Cual es el valor de x maximiza

el volumen de la caja? Resolver paso a paso.

Para resolver este problema, necesitamos encontrar el valor de x que maximiza el volumen de la

caja.
Paso 1: Entender las dimensiones de la caja.

La ldmina de cartdn tiene 20 cm de largo y 10 cm de ancho. Se corta un cuadrado de lado x en cada

esquina.
Al cortar los cuadrados de las esquinas y doblar los lados, las dimensiones de la caja seran:

e Largo de la base: La longitud original de 20 cm se reduce en 2x (se quitan x de cada lado).

Entonces, el largo es 20-2x.
e Anchodelabase: Laanchura original de 10 cm se reduce en 2x. Entonces, el ancho es 10-2x.

e Altura de la caja: La altura de la caja serd x, ya que es la longitud del lado del cuadrado que

se cortd en cada esquina.

Paso 2: Escribir la férmula del volumen de la caja.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
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El volumen (V) de una caja rectangular se calcula multiplicando el largo por el ancho por la altura.

SE

V=Largo x Ancho x Altura

V(x) = (20-2x) (10-2x) (x)
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Paso 3: Expandir la expresion del volumen.

‘e

7
G

77/

Vamos a expandir la expresidn para facilitar la derivacion:

P
C

-c:
=7y

V(x) = (200-40x-20x+4x2) (x)

V(x) = (200 - 60x + 4x2) (x)

\&
6%

V(x)= 4x3- 60x2+200x
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Paso 4: Encontrar el dominio de la funcién.

Para que las dimensiones de la caja sean validas (positivas), debemos tener:
e X>0
e 20-2x > 0=>20 > 2x=>x< 10
e 10-2x > 0>10 > 2x=>x< 5

Por lo tanto, el dominio de x es 0 < x < 5.

Paso 5: Derivar la funcién de volumen.

Para encontrar el valor de x que maximiza el volumen, necesitamos encontrar la primera derivada

de V(x) e igualarla a cero.

V’(x)=%(4x3— 60x2+200x)

V'(x)= 12x%-120x+200

Paso 6: lgualar la derivada a cero y resolver para x.
12x2-120x+200=0

Podemos simplificar la ecuacién dividiendo por 4:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

3x2-30x+50=0

(f"
I

. (e —-b+Vb2+4ac N

Usamos la férmula cuadratica para resolver para x = — e \u'
)

\I

Donde a=3, b=-30, y c=50.

\

=
=
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_ —(=30)%y (-30)2+4(3)(50)
- 2(3)

X

— &7
T

= 30+10v3
T 6

P
C

=
r L7

Esto nos da dos posibles valores para x:

x,=7.887, escogiendo la ruta positiva 'F-"E
35

x1=2.113 escogiendo la ruta negativa 3\‘)\-
N
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Paso 7: Evaluar cual valor de x esta en el dominio y maximiza el volumen.

Recordemos que el dominio valido paraxes0 < x < 5.

e x;=7.887 no estd dentro del dominio, ya que es mayor que 5.

e Xx,=2.113 si estad dentro del dominio, ya que es mayor que 0 y menor que 5.
Para confirmar que x, maximiza el volumen, podemos usar la segunda derivada.

Paso 8: (Opcional) Usar la segunda derivada para confirmar el maximo.

V" (x) = % (12x2-120x+200)
V" (x) = 24x-120
Ahora, evaluamos V"(x) en x,= 2.113:

V' (2.113) = 24(2.113) -120 = 50.712 — 120 = -69.288

Dado que V" (2.113) es negativo, esto confirma que x = 2.113 corresponde a un maximo local.

Conclusion:

El valor de x que maximiza el volumen de la caja es aproximadamente 2.113 cm.

(2.113, 192.45)

f(x) = 4%? - 60x2 + 200X

120

DENZSER=EIERZ FR=EEEBB DR

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

=
=

€
&

<

cJ

\

Cd, &7
ﬁ'}-//z.é;-

N (=
///,.61-,‘.'\ ,&\‘f_;—:t

RZHIEHD



TACH

J__) t‘/
STZANS/AON\ BAsS | EDUCACION €S iNEEpE

//[ E=| Problemario TPV1-SA2-ACTO5

Maximos, minimos y puntos de inflexion

1.- Encuentra los maximos y minimos de la funcién F(x) = x3 — 6x? + 5x.
A. Maximo en x =0, Minimo en x = 4.

B. Maximo en x = 2, Minimo en x = 0.

C. No tiene Maximos ni Minimos locales.

D. Maximo en x = 4, Minimo en x = 0.

2.- Determina el punto de inflexién de la funcién G(x) = x* — 4x3 + 10.
A.x=0yx=2
B.Soloenx=2

C. No tiene puntos de inflexion.

/.. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

D.x=0yx=3

S

3.- El costo de producir x articulos esta dado por la funcién C(x) = 100 + 50x — 0.1x2. ¢Cudl es el

costo marginal al producir 200 articulos?

r——
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C.810

D.5200
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4.- Se desea cercar un terreno rectangular de area 1800 metros cuadrados. Uno de los lados colinda

con un terreno y no necesita cerca. ¢Cuales serdn las dimensiones que minimizan la longitud de la

cerca necesaria?
A. Lado paralelo al terreno = 60 m, otros dos lados = 30 m.
B. Lado paralelo al terreno = 45 m, otros dos lados = 40 m.

C. Lados de 302 m.
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Progresion 8:
Construye modelos matematicos, identificando las variables que se relacionan entre si, obteniendo

de manera intuitiva la diferencial como una herramienta para darle solucidn a problemas de las

ciencias que le permita obtener informacién y analizar los resultados para la toma de decisiones.

o

m

. ; . )3

Metas de Aprendizaje Categorias Subcategorias g
C1M2. Analiza los resultados E
obtenidos al aplicar S1. Elementos arimético- =
procedimientos algoritmicos algebraicos g
propios del pensamiento | C1. Procedural w
matematico en la resolucion =)
de problematicas tedricas y de o
su contexto. S3. Elementos variacionales 5
C2M1. Observa y obtiene 6
informacion de una situacion o 8
fendmeno para establecer S1. Capacidad para observar y D
estrategias o formas de conjeturar ﬂ
visualizacion que ayuden a g
entenderlo. 4
=

o

o]

o

C2. Procesos de intuicion vy *\\‘

C2M4. Argumenta a favor o en razonamiento §
contra de situaciones, t&
fendmenos o  problemas $2. Pensamiento intuitivo %
propios de la matematica, de uu\‘

las ciencias o de su contexto.

<=
e
=

‘e

7
2

Q

C3M2. Construye un modelo ,|\“
4. . e » L

matematico, identificando las A
variables de interés, con la . 4
o .' C3. Solucién de problemas . \
finalidad de explicar una ael : Y| s2. Construccién de modelos U‘b
. ., , modelacién .
situacion o fenémeno y/o ?:
resolver un problema tanto {\5
tedrico como de su entorno. §\~)\.

N

N
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C3M3. Aplica procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la solucion de
problemas propios del
pensamiento matematico, de
areas de conocimiento,
recursos sociocognitivos,
recursos sociocognitivos,
recursos socioemocionales y
de su entorno.

C@OL% NG/, G 0

S3. Estrategias heuristicas vy
ejecucion de procedimientos
rutinarios
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Lectura: “La diferencial como herramienta para
la aproximacion”

%% Diferencial (concepto intuitivo, notacion e
interpretacion)

Aplicaciones de la diferencial (aproximaciones, calculo de
errores, estimaciones)

El concepto de diferencial es una herramienta fundamental en el calculo que nos permite aproximar
cambios en una funcién. Estd intimamente relacionado con la derivada y proporciona una manera
lineal de estimar cdmo una variable dependiente cambia en respuesta a un pequefio cambio en una

variable independiente.
Concepto Intuitivo de la Diferencial

Imagina que estas caminando por una colina (que representa una funcién matematica). Si quieres
saber qué tan empinada esta la colina justo en el punto donde estds parado, no te interesa el

promedio de inclinacion de toda la colina, sino la inclinacién en ese instante.

La simbologia utilizada para expresar la derivada de una funcién, la cual nos servira para entender

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

el concepto de la diferencial, es la siguiente:

{7

LS

Notacion Simbolo para la Primera Derivada Uso Tipico

—
(g
-

Leibniz dx / dy o df/dx General, explicito

W
e
=

cJ

7

=,

Lagrange f'(x)oy Matematicas (funciones)

P
C

-c:
\v=7y

Newton yox Fisica (respecto al tiempo)

o\t
6%

Euler Dy o D f(x) Ecuaciones Diferenciales

L~/
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La diferencial es una forma de medir ese cambio instantdneo o infinitesimal en una funcién. No es
el cambio total, sino una aproximacion de cuanto cambiaria la funcidn si la variable independiente

cambiara "muy poquito".

Concepto

La notacion de Leibniz dy/dx ha sido utilizada para la derivada de y respecto a x. La notacion
dy/dx se ha utilizado como un operador para la derivada respecto a x.

Definicidn:

Sea y = f (x) una funcién derivable de la variable independiente x. Ax es un incremento arbitrario en
la variable independiente x. dx, denominada la diferencial de la variable independiente x, es igual

a Ax. Ay es el cambio real en la variable y cuando x cambia de x a x + Ax; esto es, Ay =

flix + Ax) - f(x). dy, llamada la diferencial de la variable dependiente y, se define como dy = f (x) dx.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO
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Purcell, E. J., Varberg, D., & Rigdon, S. E. (2007). Cdlculo Diferencial e Integral (9a ed.). Pearson =
-y )
Educacion. 6
N
Pag 143 N\
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' Importante. Las derivadas y las diferenciales no son lo mismo. Cuando usted escribe
dy/dx, esta utilizando el simbolo de la derivada; cuando escribe dy, esta denotando una diferencial.
Aplicaciones de la Diferencial

La belleza de la diferencial es que nos permite estimar cambios sin necesidad de calcular el cambio
exacto en la funcién, lo cual puede ser mas complicado. La diferencial tiene, entre otras, las

siguientes aplicaciones:
Calculo de Errores (Propagacion del Error)

Las diferenciales son muy Utiles para estimar cémo un pequefio error en una medicién (o en la

variable independiente) se propaga y afecta el célculo de una cantidad relacionada.

Si tienes una medicidn x con un posible error dx (que es el error en la entrada) y calculas una cantidad

y =f(x). El error aproximado en y (es decir, dy) debido al error en x se calcula como:
Dy=f'(x)dx

Ejemplo:

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Imagina que mides el lado (L) de un cuadrado y obtienes 10 cm, pero sabes que la medicién podria

(f"
I

tener un error de £ 0.1 cm. éCuadl es el error aproximado en el cdlculo del drea del cuadrado?

L
€l

—
C
P

La funcién del drea es A (L) = L?, donde L es el lado.

Medicion del lado: L=10 cm.

\

=

\

€
\&

Error en la mediciéon del lado: dL =0.1 cm.

<

cJ

7

Derivada del drea con respecto al lado: A’ (L) =2 L. . i\\\
AN
[ } Q
Calculamos la diferencial del area (dA): N

=
r L

dA=A’'(L)dL 5_—3_.
2

dA=(2(10)(0.1) X
S
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dA (L) = 2cm?

Interpretacién: Si mides el lado con un error de + 0.1 cm, el area calculada de 100 cm? podria tener

un error aproximado de + 2 cm?. Esto significa que el area real podria estar entre 98 cm? y 102 cm?.
Estimaciones

Las diferenciales nos permiten hacer estimaciones rapidas de cémo un pequefio cambio en una
entrada afectard una salida, sin tener que recalcular toda la funcién. Es esencialmente la misma idea

gue las aproximaciones, pero enfocada en la "estimacidn del cambio" en lugar del "nuevo valor".
Ejemplo:

Un ingeniero estima que el consumo de gasolina de un coche (C) en litros por cada 100 km se
relaciona con la velocidad (v) en km/h mediante una funcién C(v). Si a 80 km/h el consumo es de 8
L/100 km, y la tasa de cambio del consumo con respecto a la velocidad (C'(v)) a 80 km/h es de 0.05

L/(100km), ¢ cudnto aumentaria el consumo si la velocidad aumenta en 2km/h?
Funcién: C(v)

Velocidad actual: v=80 km/h.

Consumo actual: C(80) =8 L/100 km.

Tasa de cambio (derivada): C' (80 ) = 0.05.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

Cambio en la velocidad: dv = 2 km/h.

{7

Estimacién del cambio en el consumo (dC):

L=
-3

dC=C’'(v)dv

r——
\é

dC=(0.05)(2)

S
At

‘e

7
G

=,

dC=0.1L/100km

e Interpretacion: Si la velocidad aumenta en 2 km / h desde los 80 km / h, el consumo de

P
C

-c:
=7y

gasolina se estima que aumentara en 0.1 L/100km. El nuevo consumo estimado seria 8 + 0.1

=8.1L/100 km.

. ¢ \\
K
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En resumen, la diferencial es una herramienta poderosa que, al usar la informacién de la derivada
(la pendiente de la tangente), nos permite hacer estimaciones y entender la propagacion de errores
cuando estamos lidiando con pequeiios cambios en las variables. Es una forma de "linearizar" el

problema alrededor de un punto, facilitando los célculos
Ejemplo 2:

Se mide el radio de una esfera y se encuentra que es de 10 cm con un posible error en la medicién

de +0.1 cm. Usa diferenciales para estimar el error maximo en el cdlculo del volumen de la esfera.

. 4
(Férmula del volumen: V= gm"3).

1. Identificar la férmula del volumen y los datos proporcionados:

, 4
e Formula del volumen de una esfera: V= 5111”3

e Radio medido: r=10cm
e Error posible en la medicidn del radio: dr=%£ 0.1 cm
2. Calcular la diferencial del volumen (dV):

La diferencial de una funcidon se usa para estimar el cambio en la funcidon cuando su variable

independiente cambia. En este caso, queremos estimar el cambio en el volumen (dV) debido a un

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

pequefio cambio en el radio (dr).

(f"
I

Deriva la férmula del volumen con respecto a r:

3
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Ahora, para obtener la diferencial del volumen (dV), multiplica la derivada por dr:

P
C

-c:
=7y

dv = (4mr?)dr

&

3. Sustituir los valores conocidos en la expresion de dV:

¢
K0,

e r=10cm

LY.
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dV =4n (10 cm)? (0.1 cm)
dV = 4r (100cm?) (0.1 cm)
dV = 400m (0.1 cm?)

Dv = + 401t cm3

4. Concluir el error maximo en el calculo del volumen:

El error méaximo estimado en el calculo del volumen de la esfera es de + 40t cm3.
Si necesitas un valor numérico aproximado: 40m = 40 x 3.14159 = 125.66 cm?

Por lo tanto, el error maximo en el calculo del volumen de la esfera es de aproximadamente *

125.66 cm3.
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En los siguientes videos se muestra el concepto de la diferencial y ejercicios de su aplicacion.

&

https://youtu.be/dg8z0087Urs?si=7300991yUE3jpC2W

https://youtu.be/anLOFNQUdB8?si=weUBakXZ3MzzuBRt
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h Progresion 7 y Progresion 8

Problemario
Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios. Asegurate de mostrar tus procedimientos y
revisar tus respuestas antes de entregar.

Cé:lﬁ // /% -.c'../(-/'\/ ,./ac\m\

1.- Usando diferenciales, aproxima el valor de V16.5.
A. 4.0625

B.4.1

C.4.05

D. 4.125

2- Se mide el radio de una esfera y se encuentra que es de 10 cm con un posible error en la
medicion de £0.1 cm. Usa diferenciales para estimar el error maximo en el calculo del volumen de

. 4
la esfera. (Formula del volumen: V= 51‘[7‘3)

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

A. 4rtem3 AN
RN

B. 100m cm?3 \u‘
3 UU%
C.04ncm “\\
D. 40m cm3 \ 5:

€
&

<

‘e

7
G

3.- Aproxima el valor de la funcién f(x)= x3-2x2+5 en x=2.01.

N
N
R
'ﬁ g'
A.5
B.5.04
C.5.01
D.5.1
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4 .- El radio de un circulo se mide como 8 cm con un error de £0.05 cm. Calcula el error porcentual
aproximado en el drea del circulo. (Area: A=nr?)

A.1.25%
B. 2.5%
C. 0.625%

D. 5%

5.- Estima el cambio en la funcién f(x)=In(x) cuando x cambia de e a e+0.1.
A.e

B.

o

i

o |2

c. ¥

D.In (0.1)

"
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1. ¢Cual no es una condicion del Teorema de Rolle?
a) f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b]

b) f(x) es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)

o fla)=f(b)

d) f(a) # f(b)

2. Segun el Teorema de Rolle, écuanto vale la derivada de la funcion f(x) para el valor critico c?
a)— oo
b) O
c1
d)+ o

3. ¢En qué tipo de funcidn se puede aplicar siempre el Teorema del Valor Medio en cualquier
intervalo cerrado [a,b] dentro de su dominio?

a) Funcién escalonada

b) Funcidn racional con asintotas

¢) Funcion polindmica

d) Funcién valor absoluto

4. {Qué debe hacerse cuando se deriva un término que contiene y, como en yz, al aplicar la
derivacion implicita?

e) Se deriva como si fuera una constante

f) Se deriva como 2y solamente

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

g) Se deriva como 2y - Z—z

(f"
I

h) Seignora porque y no depende de x

7%

Mo

5. ¢Cudl es la derivada de la funcién implicita x + y* = 5? J{‘\‘
a) 2y \\

b) 1+ 2y \é

<) 5/y 5%

— AV

d -—-1/2y §)§

6. ¢Cual es la cuarta derivada de y =sin x ? ’ 1\“
a) ylV=sinx ""'t.

b) yV=cosx
c) ylV=-sinx
d) y!V=-cosx

N (=
///,.oc.\¢ M.\‘f.r-':"
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Z\/ TPV1-SA2-LCO2 Lista de Cotejo

Portafolio de Evidencias de las Actividades de
Reforzamiento

Instrumento de evaluacion

Datos Generales

Nombre de los .
ki Matricula
estudiantes
Producto esperado PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS Fecha
Firma del
Nombre del docente ol
docente

CRITERIOS % CUMPLE Puntaje

Sl NO

10

Presentar el portafolio en la fecha y hora establecidas, mostrando
puntualidad y responsabilidad.

Incluye una portada que contenga todos los datos de identificacién
relevantes, tales como nimero de plantel, semestre, grupo, bloque,
2. nombre completo, nombre de la Unidad de Aprendizaje Curricular 10
(UAC) y del docente, ademas de especificar claramente el objetivo de
la UAC, la fecha y el lugar.

//////,, POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

(f"
I

Presentar una estructura organizada y ordenada de acuerdo con las

3 10 (S
indicaciones proporcionadas por el docente. "‘Ln
Jux
Las actividades incluidas en el portafolio son originales y reflejen el \\\
4. esfuerzo del estudiante, ademds estan presentadas con limpieza y 20 \ :
claridad lo que facilita su comprensién. =
N7
Contiene todos los trabajos solicitados por el docente, sin omitir a™,
5 ) 20 \\)\
ninguno. d X

)
. Cada trabajo incluido en el portafolio esta calificado por el docente y 30 : g\“
' cuenta con su sello o firma, lo que certifica la evaluacién realizada. Q*:'
- I8
Calificacion o
. Ty
/Aspectos para mejorar: %
N

,
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Zl\/ TPV1-SA2-MAO02 Mapa.de Aprendizajes
Para evaluar las progresiones:

EDUCACION

SECRETARIA DE EDUCACION

567y8

Taller de Pensamiento

P i 5.6,7y8
Variacional | rogresiones y

Situacion de aprendizaje 2: Choco de corazén, maximo ingeniero de profesion

Mapa de aprendizaje
1: Necesito ayuda 2: Puedo hacerlo solo 3: Puedo ayudar a otros

Que debo hacer

Progresion de Aprendizaje )
para mejorar:

Progresién 5: Analiza el Teorema de valor medio y Teorema de Rolle, asi
como su utilidad en el planteamiento y solucidn a problemas de la vida
cotidiana o del entorno que le rodea de manera que el estudiantado
analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

Progresién 6: Aplica procedimientos algoritmicos para derivar funciones
implicitas y de orden superior, asi como el uso de estas ultimas para
resolver limites indeterminados utilizando la regla de L'Hopital aplicando
estas herramientas en la solucion de problemas de las ciencias
Progresion 7: Aplica y/o construye modelos para encontrar la solucion de
situaciones-problema de su contexto, usando la derivada como una
herramienta que le permite interpretar y explicar fenédmenos de variacion
estudiados por las ciencias considerando herramientas analiticas y/o
tecnoldgicas en la modelacién.

Progresion8: Construye modelos matematicos, identificando las variables
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?

—
-3

"

==
=

que se relacionan entre si, obteniendo de manera intuitiva la diferencial =
como una herramienta para darle solucién a problemas de las ciencias N %
que le permita obtener informacidén y analizar los resultados para la toma :€
de decisiones. \\“

Nombre y Firma del estudiante: Firma del Facilitador
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Himno

Al COBATAB

iOh!, Colegio de Bachilleres, impetuosa y querida
institucion casa fiel del conocimiento,
hoy te canto este himno con amor,
eres rayo de esperanza del mafana,

eres lavoz de la verdad.

iOhl, Colegio de Bachilleres, eres
luz en medio de la oscuridad.
//Colegio de bachilleres conducta

claray firme decision

Colegio de bachilleres tu misién

para siempre es ser mejor.//

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

En Tabasco se ha sembrado

f}_

LS

la semilla que un dia germinara,

—
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-

el impulso de la vida modernista

=
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€
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en progreso de toda la sociedad,

‘e

es tu memorable historia gran

7
G

orgullo para toda la region,
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e
A\
o1
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educacion que genera cambio,

/ I
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ejemplo digno en cada generacion.
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Porra

Institucional

iSomos!

iSomos!

Jévenes Bachilleres

Jévenes Bachilleres

Con Valor y Lealtad
De Norte a Sur

De Este a Oeste

Somos lideres Bachilleres del Sureste
COBATAB Unido, COBATAB Fortalecido.
Este encuentro lo gano porque lo gano

Como dijo el Peje, me canso ganso.

iSomos!

iSomos!

Jévenes Bachilleres

Jévenes Bachilleres

iSomos!

iSomos!

Jévenes Bachilleres

Jévenes Bachilleres

COBATAB Unido, COBATAB Fortalecido
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Cobachito

El Manati
Mascota institucional

Colegio de Bachilleres,
Esta de fiesta sefiores
Pues todos sus estudiantes
Hoy celebran con honores.

Que ya llegé la alegria
Es hora de motivar
Bailemos con algarabia
Cobachito nos guiara.

All3 por el acahual
En los rios de Tabasco
Aconchado en unas ramas
O nadando sin parar.

Un manati se ha ganado
El carifio de la gente
Cobachito le han llamado
Y no para de bailar.

Cobachito, con él vamos a ganar
Cobachito, eres espectacular
Cobachito, respetamos tu habitat
Cobachito, mascota del COBATAB.

//////,. POR UNA EDUCACION QUE GENERA CAMBIO

{7

L=
-3

=

Mientras la orquesta se escucha
Y la porra se emociona

=
\
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Los jévenes bachilleres

. I
A una voz ovacionan. . %ﬂ
N

N

Con orgullo representan ’ ".\“
A una gran institucién O\

COBATAB esta presente
Y Cobachito ya llegé.
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MISION

Somos una organizacién educativa capaz, eficiente, responsable, con valores y comprometida con
el modelo de la Nueva Escuela Mexicana y un trabajo de territorio permanente, formando
estudiantes con responsabilidad social y alto nivel académico.

VISION

Ser el mejor subsistema de educacién media superior del Estado de Tabasco y del pais, con un
bachillerato sustentado en valores, inclusién, humanismo, excelente nivel educativo, y el trabajo
colegiado de quienes formamos la comunidad del Colegio de Bachilleres de Tabasco.

VALORES

Educar con valores, significa identificar espacios para que los estudiantes desarrollen de manera
racional, ética y auténoma sus principios, los cuales les permitirdn mantener una adecuada
relacién con los demas, desde una perspectiva al bien comun.

Compromiso. Capacidad de las personas para tener conocimiento de la importancia de atender lo
que se propone o se le encomienda, en el periodo concertado.

Disciplina. Entrenamiento que corrige, moldea, da fortaleza y perfecciona su misién, es formar
buenos habitos y establecer una serie de reglas personales que comprometan alcanzar un ideal.
Equidad. Implica justicia e igualdad de oportunidades entre hombres y mujeres respetando la
pluralidad de la sociedad.

Gratitud. Expresa el deseo voluntario de correspondencia derivado de una accién, a través de las
palabras o a través de un gesto.

Honestidad. Permite alcanzar el sentido de la vida humana, es la conciencia clara de lo que esta
bien o estd mal, consiste en actuar apropiada y congruentemente entre los pensamientos y las
acciones.

Humanidad. Respeto a la dignidad humana de sus iguales y de toda persona que conforma la
sociedad, actuando en un marco de empatia, equidad e inclusidn.

Justicia. Voluntad constante de dar a cada uno lo que es suyo.

Lealtad. Sindnimo de nobleza, rectitud, honradez, honestidad; permiten desarrollar relaciones
sociales y/o de amistad en donde se creen un vinculo de confianza muy sélido, y respeto en los
individuos.

Respeto. Esencia de las relaciones humanas, de la vida en comunidad, del trabajo en equipo, de la
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vida conyugal, de cualquier relacién interpersonal. Es garantia de transparencia.
Responsabilidad. Sentido de compromiso presente en cada uno. Es hacerse cargo de las

), &7
f‘f'//,,é

obligaciones, no dar excusas ni culpar a los demas, saber medir las consecuencias antes de actuar,

. . A
para ser cumplidos y confiables. ‘i“
Solidaridad. Condicién del ser humano que complementa las actitudes sociales de un individuo. U | t:
Tolerancia. Actitud mediante la cual una persona tolera o acepta rasgos que no necesariamente =
tengan que ver con cuestiones raciales, étnicas o religiosas de otra persona que conoce. {0.
Transparencia. Capacidad que tiene un ser humano para que los otros entiendan claramente sus 5\)\-
motivaciones, intenciones y objetivos respeto a alglin tema o suceso. §
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GOBIERNO DEL PUEBLO DE TABASCO

GUIA DE ESTUDIANTES

Estimada comunidad estudiantil del Colegio de
Bachilleres de Tabasco: Reciban un cordial saludo.
Como Director General, me complace dirigirme a
ustedes a través de esta guia de estudios, una
herramienta disefada para acompanarlos en su
formacion académica y personal.

En esta etapa de su vida, el aprendizaje autbnomo es
clave para descubrir sus talentos, fortalecer sus
habilidades y construir un futuro con propdsito. Cada
actividad, cada lectura y cada reto que encuentren en
esta guia esta pensado para impulsar su desarrollo
integral.

Les invito a asumir con responsabilidad su proceso de
aprendizaje, a colaborar con sus companeros y a
mantener siempre una actitud de respeto y apertura.
En el Colegio de Bachilleres de Tabasco promovemos la
equidad y creemos firmemente en el potencial de cada
uno de ustedes.

Esta guia busca ser clara y accesible, con objetivos
definidos y contenidos relevantes para su contexto. Les
animo a aprovecharla al maximo, a preguntar,
reflexionar y aplicar lo aprendido en su vida diaria.
Confio en su capacidad para superar desafios, alcanzar
metas y contribuir positivamente a su comunidad.
Cuentan con el apoyo de sus docentes y de toda la
institucion.

Con entusiasmo y compromiso, sigamos construyendo
juntos una educacion de calidad y calidez, que genera
cambio.

Con aprecio y confianza,

Fernando Yrys Hernandez

Director General
Colegio de Bachilleres de Tabasco

“Educacion que genera cambio”






