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La Direccién General del Colegio de Bachilleres de Tabasco siguiendo las orientaciones pedagdgicas
de la NEM, a través de la participacion de docentes del drea de matematicas adscritos a diferentes
planteles, valorando la experiencia de |la ensefianza dentro de ese campo disciplinar, ha desarrollado
la presente guia didactica en correspondencia a la UAC de Pensamiento matemitico lll. Pretende
que los estudiantes de nuestro COBATAB posean claridad en el desarrollo del
pensamiento variacional para lograr la comprension de fendmenos naturales, sociales,

biolégicos e incluso médicos.

En ella se sefialan los aspectos curriculares propios de la UAC, como son las progresiones que lo
conforman, los aprendizajes de trayectoria a las cuales aportan, las categorias que guian el
desarrollo y las subcategorias que establecen sus elementos transversales y como se distribuyeron

para generar bloques de progresiones relacionados y fundamentados.

De acuerdo con los bloques de progresiones conformados desde la experiencia docente, los
aprendizajes de trayectoria y el enunciado de cada progresion individual, se desarrollé un andamiaje
tematico, el cual se articula en cada bloque por medio de una situacion de aprendizaje (SA) en la
gue intervienen los contenidos tematicos como guia para resolver una problematica
contextualizada. Para el desarrollo de la UAC Pensamiento matematico lll se han establecido 2
bloques de progresiones, con sus correspondientes situaciones de aprendizajes, acompafiadas de
sus instrumentos de evaluacidn, fundamentados en las metas de aprendizaje de cada progresion,

para contribuir al desarrollo de los aprendizajes de trayectoria de este recurso sociocognitivo.

La NEM propone la ensefianza del pensamiento matematico a través de la intuicion y métodos
heuristicos que tiendan a formalizarse progresivamente y empleando metodologias activas se
trabaje en el MCCEMS el desarrollo del pensamiento matematico de las y los estudiantes. Por ello
esta guia propone también, 1 tarea evaluable y 8 actividades de acompaiamiento por cada
situacidn de aprendizaje a lo largo del semestre como parte del desarrollo de un proceso formativo
de asimilacion de conceptos y habilidades, dichas tareas también estdn acompaifadas con su
respectivo instrumento de evaluacion. Es importante mencionar que las tareas y actividades de
acompanamiento establecidas para cada bloque son parte esencial del proceso de ensefianza
aprendizaje, y se da la oportunidad que cada docente modifique el enfoque de acuerdo con su
contexto, pero cuidando siempre que se aborden y evalten las metas de aprendizaje, para dar paso
a la presentacidn, socializacién y evaluacién del producto que brinde la solucién a la situacion de
aprendizaje. Debido a lo fundamental que representa el cumplimiento de ellas para el logro de la

resolucidn de las SA y dado el ajuste de calendario a 14 semanas, se recomienda que de acuerdo
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con sus habilidades didacticas y segun su contexto adapte la entrega establecida en la
dosificacion, de tal modo que permita que los estudiantes alcancen las metas y aprendizajes

establecidos en ellas.

En el modelo de planeacidén didactica se proponen los tipos de evaluaciones en las diversas tareas y
situaciones de aprendizaje, pero el docente tiene la libertad de elegir entre autoevaluar, coevaluar
y/o heteroevaluar de acuerdo con los momentos del proceso de ensefianza-aprendizaje y del
contexto de su grupo(s), lo importante es ejercer la practica de evaluar; pues fortalece el proceso
socio formativo en el aprendizaje de los estudiantes. Al final de cada seccion que abarca cada
bloque de progresiones, sus respectivas situaciones de aprendizaje, tareas y actividades de
acompainamiento se incluye un mapa de aprendizaje; esto para realizar una autoevaluacién que
permite a cada estudiante y al docente mismo conocer el nivel de logro en los aprendizajes de
trayectoria establecidos para concientizar su progreso en su ruta de desarrollo educativo. Por
ultimo, no puede omitirse sefialar que para facilitar el desarrollo de estrategias de trabajo en
algunos contenidos en el aula y fuera de ella, se insertan cédigos QR e imagenes con sus respectivo
enlace o direccién electrénica, dandole la versatilidad que se requiere para el desarrollo del

aprendizaje auténomo en las horas de estudio independiente.

Este trabajo estd alineado al Modelo de Planeacidn Didactica de la Unidad de Aprendizaje Curricular
de Pensamiento Matematico lll, en el que de acuerdo con sus habilidades cada docente puede
realizar las adaptaciones necesarias (en las evaluaciones diagnosticas, tareas, actividades de
acompafiamiento y cuestionarios tipo PLANEA) de acuerdo con su contexto escolar y de grupos,

mediante la fundamentacién de las adaptaciones en aras de un mejor aprendizaje para sus grupos.

Como complemento podras encontrar en el siguiente sitio el conjunto de los documentos rectores
del nuevo Marco Curricular Comun de la Educacidon Media Superior de la Nueva Escuela Mexicana:

https://educacionmediasuperior.sep.gob.mx/propuestaMCCEMS

Asi mismo, los docentes que participaron en la elaboracidn de esta guia ponen a su disposicion
diversos recursos que esperamos faciliten el proceso de transicién hacia el modelo educativo de la

NEM vy fortalezcan el desarrollo de su tarea educativa en esta Unidad de Aprendizaje Curricular.

ATENTAMENTE

Docentes Participantes

10
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En el desarrollo de las politicas publicas en materia de educacion en nuestro pais se emite el acuerdo
nimero 17/08/22 por el que se implementa y regula el nuevo Marco Curricular Comun de la
Educacién Media Superior (MCCEMS) de la Nueva Escuela Mexicana (NEM), el cual Tiene como
propdsito principal desarrollar una base de habilidades, de conocimientos y de cultura para
adolescentes y jovenes, que les permita aprender a aprender de por vida. El Pensamiento
Matematico se incluye dentro del nuevo Marco Curricular Comun de la Educaciéon Media Superior
como un recurso sociocognitivo, con la finalidad de lograr una formacién humana e integral para
todas y todos los jévenes de México. Se concibe de manera amplia: la matematica deja de ser
Unicamente un conjunto de algoritmos que muchas veces son aplicados de manera mecdnica y
descontextualizada, para convertirse en un medio a través del cual el estudiantado pueda trabajar
en la adquisicion y mejoramiento de habilidades y destrezas del pensamiento tales como observar,
intuir, conjeturar, argumentar, la capacidad para modelar y entender, a través del lenguaje

matematico, algunos fenémenos sociales, naturales e incluso de su vida personal.

El recurso de pensamiento matemadtico se encuentra articulada en 3 Unidades de Aprendizaje
Curricular (UAC) que se consideran como la serie o conjunto de aprendizajes que integran una
unidad completa que tiene valor curricular porque ha sido objeto de un proceso de evaluacion,
acreditacion y/o certificacion. Estas UAC son las siguientes: Pensamiento matematico 1, la cual se
aborda en primer semestre e incluye progresiones que se relacionan con el pensamiento
probabilistico y estadistico, Pensamiento matematico 2, la cual se aborda en segundo semestre y
aborda progresiones correspondientes al pensamiento aritmético, algebraico y geométrico, por
ultimo, Pensamiento matematico 3, la cual se aborda en el tercer semestre y aborda progresiones

correspondientes a algunos elementos del pensamiento variacional.
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Progresiones de aprendizaje, metas, categorias y
subcategorias

Genera intuicion sobre conceptos como variacion promedio, variacion instantanea, procesos
infinitos y movimiento a través de la revisién de las contribuciones que desde la filosofia y la

matematica hicieron algunas y algunos personajes histéricos en la construccién de ideas centrales
para el origen del cdlculo.

METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
M1 Observa vy obtiene
informacién de una situacién o
fendbmeno para establecer | C2 Procesos de intuicion y | S1 Capacidad para observar y

estrategias o formas de | razonamiento. conjeturar.
visualizacion que ayuden a
entenderlo.

Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calculo diferencial, en
particular el problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dado

2 METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS

M3 Aplica procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la solucidn
de pro.blemas propli(?s del €3 Solucién de problemas y S? Es'.crategias heurl'.sti.cas y
Pensamiento Matemadtico, de iy ejecucion de procedimientos
2 . modelacién. L
Areas de  Conocimiento, no rutinarios.
Recursos Sociocognitivos,
Recursos Socioemocionales vy
de su entorno.
M1 Describe situaciones o
fendmenos empleando
rigurosamente el lenguaje
matemdtico y el lenguaje
natural.
Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad
de modelarlos aplicando algunos conocimientos basicos de funciones reales de variable real y las

operaciones basicas entre ellas
3 METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS

M1 Construye un modelo
matematico, identificando las
variables de interés, con la ,

. . C3 Solucién de problemas
finalidad de explicar una . P ¥ $1 Uso de modelos.
. ! / modelacidn.
situacion o fenémeno vy/o

resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

C4 Interaccién y lenguaje | S1 Negociaciéon de
matematico significados.
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Analiza la gréfica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa conceptos como
continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos, concavidades, entre

otros, resaltando la importancia de éstos en la modelacién y el estudio matematico.

METAS

CATEGORIAS

SUBCATEGORIAS

M1 Observa vy obtiene
informacién de una situacién o
fendbmeno para establecer
estrategias o formas de
visualizacion que ayuden a
entenderlo.

C3 Procesos de intuicién vy
razonamiento.

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.
$2 Pensamiento intuitivo.

O 0 d d € e de d 0 ae d aple ed O O = d e d ale d d que
pe e O prende e O PO d e O I10Cal de Ia : d d de O
METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
M1 Ejecuta calculos vy

algoritmos  para  resolver
problemas matematicos, de
las ciencias y de su entorno.

C1 Procedural

S1 Elementos variacionales.

M2 Desarrolla la percepcién y
la intuicion para generar
conjeturas ante situaciones
que requieren explicacion o
interpretacion.

C2 Procesos de intuicién vy
razonamiento.

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.

$2 Pensamiento intuitivo.

$3 Pensamiento formal.

M1 Describe situaciones o

fendmenos empleando
rigurosamente el lenguaje
matemadtico y el lenguaje

natural.

C4 Interaccién vy lenguaje

matematico.

S1 Registro escrito, simbdlico,
algebraico e iconografico.
$2 Negociacidn de significados

Identifica y contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacién de situaciones
y fendmenos y hace un estudio, utilizando el concepto de limite, de las implicaciones de la
continuidad de una funciéon tanto dentro del desarrollo matemdtico mismo, como de sus

aplicaciones en la modelacion.
METAS

CATEGORIAS

SUBCATEGORIAS

M1 Observa vy obtiene
informacién de una situacién o
fendbmeno para establecer
estrategias o formas de
visualizacién que ayuden a
entenderlo.

C2 Procesos de intuicién vy
razonamiento.

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.
$2 Pensamiento intuitivo.

M2 Socializa con sus pares sus
conjeturas, descubrimientos o

. C2 Interaccion y lenguaje | S3 Ambiente matematico de
procesos en la soluciéon de un (o S
L matematico. comunicacion.
problema tanto tedrico como
de su entorno.
13
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Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos, el concepto central del calculo
diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una definicion formal, asi como la

busqueda heuristica para encontrar la derivada de la funcidn constante, lineal y algunas funciones

polinomiales.

METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
M2 Analiza los resultados
obtenidos al aplicar

procedimientos algoritmicos
propios del Pensamiento | C1 Procedural.
Matematico en la resolucién
de problematicas tedricas y de
su contexto.

S2 Elementos geométricos.
S3 Elementos variacionales.

M2 Desarrolla la percepcién y
la intuicion para generar e S1 Capacidad para observar

. 3 , & i C2 Procesos de intuicidén vy . P P y
conjeturas ante situaciones . conjeturar.

! c oy razonamiento. . S

gue requieren explicacidn o $2 Pensamiento intuitivo
interpretacion.
Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivacion como la regla de la suma, la regla
del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos ejemplos.

METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
m3 Compara hechos,
opiniones o afirmaciones para S1 Capacidad para observar y
organizarlos en formas légicas | C2 Procesos de intuicién y | conjeturar.
utiles en la solucién de | razonamiento. $2 Pensamiento intuitivo.
problemas y explicacién de $3 Pensamiento formal.

situaciones y fendmenos.

M4 Construye y plantea

posibles soluciones a
problemas de Areas de . -
s IS S3 Estrategias heuristicas vy
Conocimiento, Recursos | C3 Solucidon de problemas y | . ., L
. . FA ejecucion de procedimientos
Sociocognitivos, Recursos | modelacidn.

no rutinarios.

Socioemocionales y de su
entorno, empleando técnicas
y lenguaje matematico.
Selecciona una problematica en la que el cambio sea un factor fundamental en su estudio para
aplicar el concepto de la derivada como razén de cambio instantanea.

METAS CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
M2 Construye un modelo

matematico, identificando las €2 Solucién de oroblemas
variables de interés, con la P y S$2 Construccion de modelos.

. . modelacion.
finalidad de explicar una
situacién o fendmeno y/o
14
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367 |

Y

resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcién (donde crece/decrece,
maximo/minimos locales, concavidades) y traza su grafica

METAS

CATEGORIAS

SUBCATEGORIAS

M3 Comprueba los
procedimientos usados en la
resolucién de  problemas
utilizando diversos métodos,
empleando recursos
tecnoldgicos o la interaccidn
con sus pares.

C1 Procedural

S3 Elementos variacionales.

M4 Argumenta a favor o en
contra de afirmaciones acerca
de situaciones, fenédmenos o
problemas propios de Ia
matematica, de las ciencias o
de su contexto.

C2 Procesos de intuicidén vy
razonamiento

S1 Pensamiento formal.

M2 Socializa con sus pares sus
conjeturas, descubrimientos o
procesos en la solucidn de un
problema tanto tedrico como
de su entorno.

Resuelve problemas de su entorno o de otras areas del conocimiento empleando funciones y
aplicando la derivada (e.g. problemas de optimizacidn), organiza su procedimiento y lo somete a

debate.

METAS
M4 Argumenta a favor o en
contra de afirmaciones acerca
de situaciones, fenédmenos o
problemas propios de Ia
matematica, de las ciencias o
de su contexto.

C4 Interaccion vy lenguaje

matematico.

CATEGORIAS

C2 Procesos de intuicion vy
razonamiento.

S1 Registro escrito, simbdlico,
algebraico e iconografico.

S$3 Ambiente matematico de
comunicacion.

SUBCATEGORIAS

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.

$2 Pensamiento intuitivo.

$3 Pensamiento formal.

M4 Construye y plantea
posibles soluciones a
problemas de Areas de
Conocimiento, Recursos
Sociocognitivos, Recursos

Socioemocionales y de su
entorno, empleando técnicas
y lenguaje matematico.

C3 Solucién de problemas vy
modelacién.

$2 Construccion de modelos.
S3 Estrategias heuristicas vy
ejecucion de procedimientos
no rutinarios.

M2 Socializa con sus pares sus | C4 Interaccién y lenguaje | S3 Ambiente matemadtico de
conjeturas, descubrimientos o | matematico. comunicacion.
15
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procesos en la solucion de un
problema tanto tedrico como
de su entorno.

Examina la grafica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las graficas de las funciones
exponenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de que la funcion

exponencial y logaritmicas de base "a" sean funciones inversas entre si.

CATEGORIAS

SUBCATEGORIAS

METAS
M3 Compara hechos,
opiniones o afirmaciones para
organizarlos en formas ldgicas
utiles en la solucién de
problemas y explicacion de
situaciones y fendmenos.

C2 Procesos de intuicién y
razonamiento.

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.

$2 Pensamiento intuitivo.

$3 Pensamiento formal.

M2 Construye un modelo
matematico, identificando las
variables de interés, con la
finalidad de explicar una

situacion o fenémeno vy/o
resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.
Analiza y describe un fendmeno en el que la periodicidad sea un constituyente fundamental a
través del estudio de propiedades basicas funciones trigonométricas.

METAS

C3 Solucién de problemas vy
modelacidn.

CATEGORIAS

S2 Construccion de modelos.

SUBCATEGORIAS

14

M2 Desarrolla la percepcién y
la intuicion para generar
conjeturas ante situaciones
qgue requieren explicacién o
interpretacion.

C2 Procesos de intuicion y
razonamiento.

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.
$2 Pensamiento intuitivo.

M2 Construye un modelo
matematico, identificando las
variables de interés, con la
finalidad de explicar una
situacion o fenémeno vy/o
resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

C3 Solucién de problemas vy
modelacién.

S2 Construccion de modelos.

Selecciona una problematica, situacidn o fendmeno tanto real como ficticio para modelarlo

utilizando funciones derivables.

METAS

M4 Argumenta a favor o en
contra de afirmaciones acerca
de situaciones, fendmenos o
problemas propios de Ia

CATEGORIAS

C2 Procesos de intuicién vy
razonamiento

SUBCATEGORIAS
S1 Capacidad para observar y
conjeturar.
$2 Pensamiento intuitivo.
S$3 Pensamiento formal.

16
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matematica, de las ciencias o
de su contexto.

M2 Construye un modelo
matematico, identificando las
variables de interés, con la
finalidad de explicar una
situacién o fendmeno y/o
resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno.

C3 Solucién de problemas vy
modelacidn.

$1 Uso de modelo.

$2 Construccién de modelos.
S3 Estrategias heuristicas vy
ejecucién de procedimientos
no rutinarios.

M3 Organiza los
procedimientos empleados en
la solucion de un problema a
través de argumentos
formales para someterlo a
debate o a evaluacion.

C4 Interaccién vy
matematico

lenguaje

S2 Negociacidon de
significados.

$3 Ambiente matematico de
comunicacion

Considera y revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del calculo.

METAS

M4 Argumenta a favor o en

contra de afirmaciones acerca
de situaciones, fenédmenos o
problemas propios de Ia
matematica, de las ciencias o
de su contexto.

CATEGORIAS

C2 Procesos de
razonamiento

intuicién vy

SUBCATEGORIAS

S1 Capacidad para observar y
conjeturar.

$2 Pensamiento intuitivo.

$3 Pensamiento formal.

CONOCENOS
COBATAB

17



€=

COBATAB
COLEGIO DE BACHILLERES

TABASCO DE TABASCO
“Educacién que genera cambio”

En el programa de Pensamiento Matematico Ill se abordan 15 progresiones de aprendizaje
gue tienen impacto en el logro de las metas de aprendizaje clasificadas utilizando las cuatro
categorias y empleando algunas de sus subcategorias. Las metas de aprendizaje de
Pensamiento Matematico refieren a lo que se espera que el estudiantado aprenda durante
la trayectoria de la UAC.

Cada progresion de aprendizaje articula los contenidos y habilidades del Pensamiento
Matematico que deberan abordarse a lo largo del semestre y busca desarrollar en el
estudiantado. Las categorias y subcategorias orientan la practica docente hacia el
favorecimiento de este tipo de pensamiento en las y los estudiantes. Cada progresién tiene
asociada una o mas metas de aprendizajes, las cuales no tienen por qué leerse como una
camisa de fuerza sino como una sugerencia orientadora, por eje rector de una practica
exitosa se tiene que buscar un equilibrado trabajo en cada una de las cuatro categorias del
pensamiento matematico a lo largo del semestre.

Las progresiones de aprendizaje de Pensamiento Matematico cuentan con anotaciones
didacticas, las cuales son sugerencias para su abordaje. En el caso de Pensamiento
Matematico lll, de las anotaciones didacticas se deduce el enfoque adecuado para trabajar
el pensamiento variacional. Busca en los estudiantes que, a través del estudio del andlisis
variacional trabajen en sus habilidades de observacién, sus habilidades para conjeturar y
argumentar, para lograr la comprension de fendmenos naturales, sociales, bioldgicos e
incluso médicos y asi obtener una intuicion educada ademas de capacidades discursivas

gue resultan fundamentales en diversos rubros profesionales y de la vida personal.

18
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Ubicacion de la UAC

ler Semestre

Pensamiento
Matematico |

2do Semestre

Pensamiento
Matematico Il

3er Semestre

Pensamiento
Matematico Il

4to Semestre

Temas Selectos de
Matematicas |

5to Semestre

Reacciones
oA Ecosistemas: quimicas:
X La conservacion | . . .,
La materia y sus , interacciones, conservacion de la
. . de la energia y su , .
interacciones . ., energia y | materia en la
interaccion . .. L.
dindmica formacion de
nuevas sustancias
. . . Espacio
Humanidades | Humanidades Il Humanidades IlI p. y
sociedad

Inglés | Inglés Il Inglés Il Inglés IV
Lengua y | Lengua y | Lengua y
comunicacion | comunicacion Il comunicacion lll

Cultura digital | Cultura digital

Informatica | Informatica Il

Ciencias sociales |

Ciencias sociales Il

Conciencia
historica I:
Perspectivas del
mundo antiguo a
la modernidad

La energia en los
procesos
vida diaria

de Ia

Conciencia
histérica 1l: El
mundo moderno,
el expansionismo

6to Semestre

Temas Selectos de
Matematicas |

Organismos:
estructuras

y procesos.
Herencia y
evolucién
biologica

Conciencia
histérica Ill: La
realidad actual en
perspectiva
histérica

Recurso socioemocional

Modulo

Moaodulo

Modulo

Modulo

Paseo la Choca No. 100

Col. 'I;llmx'm 2
[el. + 52 (9

000
33)
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Para dar respuesta a la pregunta éen qué recursos me apoyo para trabajar las progresiones de
aprendizaje?, se sugiere el uso de simuladores, applets, programas de geometria dindmica, no sin
olvidar que el uso de esta tecnologia puede remplazarse cuando sea necesario con materiales mas
convencionales. Incluso, puede sacarse ventaja a los grupos numerosos para hacer simulaciones de

eventos aleatorios de forma colaborativa.

En el abordaje de las progresiones de la unidad de aprendizaje, es importante recordar que los

ambientes de aprendizaje pueden ser variados:
a) Aula: virtual o fisica.

b) Escuela: laboratorio, taller u otro.

c) Comunidad: casa, localidad o region.

En el caso de Pensamiento Matematico lll, se recomienda estudiar el andlisis variacional a través
de las propiedades geométricas y de mosaicos deductivos, en los cuales se asumen algunos
resultados para poder continuar con el desarrollo deductivo, con la condicion de que éstos

puedan ser revisados con mayor detenimiento en una etapa posterior de aprendizaje
Instrumentos de evaluacion

Con el fin de mostrar el saber que subyace en los aprendizajes de trayectoria y/o metas de
aprendizaje permiten establecer una estrategia de evaluacion, por tanto, contienen elementos

observables que deben ser considerados en la evaluacion tales como:
= |la participaciéon
= Las actividades generativas
= Las actividades de analisis
Para ello se consideran instrumentos que pueden agruparse principalmente en (Diaz-Barriga, 2014)
Técnicas de observacion

e Guia de observacion: Las técnicas de observacién permiten evaluar los procesos de

aprendizaje en el momento que se producen, La guia de observacién es un instrumento

20
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gue se basa en una lista de indicadores que pueden redactarse ya sea como afirmaciones
o bien como preguntas, que orientan el trabajo de observacién dentro del aula,
sefialando los aspectos que son relevantes al observar. Esta guia puede utilizarse para
observar las respuestas de los alumnos en una actividad, durante una semana de trabajo,

una secuencia didactica completa.

Técnicas para el analisis del desempeiio

Rubricas: Son guias que describen las caracteristicas especificas de lo que se pretende
evaluar (productos, tareas, proyectos, exposiciones, entre otras) precisando los niveles
de rendimiento que permiten evidenciar segun las categorias vy las metas de
aprendizaje logradas en cada estudiante, valorar su ejecucion y facilitar Ia

retroalimentacion.

Portafolios: permiten mostrar el crecimiento gradual y los aprendizajes logrados con
relacién al programa de estudios, centrandose en la calidad o nivel de competencia
alcanzado y no en una mera coleccidn al azar de trabajos sin relacidn. Estos establecen
criterios y estandares para elaborar diversos instrumentos para la evaluacién del

aprendizaje ponderando aspectos cualitativos de lo cuantitativo.

Listas de cotejo: Es una lista de palabras, frases u oraciones que sefialan con precisién

las tareas, las acciones, los procesos y las actitudes que se desean evaluar

Los trabajos que pueden integrar en un portafolio y que pueden ser evaluados a través de rubricas

son: ensayos, videos, series de problemas resueltos, trabajos artisticos, trabajos colectivos,

comentarios a lecturas realizadas, autorreflexiones, reportes de laboratorio, hojas de trabajo,

guiones, entre otros, los cuales deben responder a una légica de planeacién o proyecto.

Con base a lo anterior, los programas de estudio de Direccién General del Bachillerato deben incluir

elementos que enriquecen la labor formativa tales como la transversalidad, las habilidades

socioemocionales y la interdisciplinariedad trabajadas de manera colegiada y permanentemente en

el aula, consideran a la evaluacion formativa como eje central al promover una reflexion sobre el

progreso del desarrollo de sus aprendizajes de trayectoria.

21
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Proposito de laSA 1

PROGRESIONES 1,2,3,4,5,6,7

En equipos de cinco estudiantes, elaborar un reporte de investigacion de un
experimento dado (Caida libre, deslizamiento de un objeto por un plano inclinado, etc.),

donde modele de forma grafica y analitica el movimiento de la particula, y determine su
funcion de razén de cambio, para posteriormente socializarlo en el aula clase.

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX

Tel. + 52 (S 755
Tel. + 52 (933) 3 16 75 57 )3
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APRENDIZAIJES DE TRAYECTORIA

e Valora la aplicacién de procedimientos automaticos y algoritmicos, asi como la
interpretacion de sus resultados, para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas
matematicos, de dreas del conocimiento y de su vida personal.

e Adopta procesos de razonamiento matematico tanto intuitivos como formales tales como
observar, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informacién y obtener
conclusiones de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experimentales y
tecnologia, sociales, humanidades, y de la vida cotidiana).

e Modelay propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno, empleando
lenguaje y técnicas matematicas.

e Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripcion de situaciones
en el contexto que les dio origen empleando lenguaje matematico y lo comunica a sus pares
para analizar su pertinencia.

PROGRESIONES Conocimientos (Conceptuales)

1. Genera intuicion sobre
conceptos como  variacion
promedio, variacion

e Aportaciones histéricas al desarrollo del
calculo: Filosofia griega, Método de Exhaucién
de Arquimedes, Aproximacidn de tangentes de
Fermat, Integracién de Newton.

e Conceptos primordiales: Cambio, variacién
promedio, variacién instantdnea, procesos
finitos, movimiento.

instantdnea, procesos infinitos
y movimiento a través de la
revision de las contribuciones
que desde la filosofia y la
matemadtica hicieron algunas y
algunos personajes histdricos
en la construccion de ideas
centrales para el origen del
calculo. (C2M1)

2. Analiza de manera intuitiva e Elementos bdsicos: punto, recta, secante,
aI.gunos de .Ios problema§ que tangente, pendiente.
dieron origen al cdlculo

diferencial, en particular el
problema de determinar Ia
recta tangente a una curva en o
un punto dado. (C3M1, C4M1) ¢ minimos.

3. Revisa situacionesy fendmenos
donde el cambio es parte

e Problemas que le dieron origen al calculo:
determinar la recta tangente para velocidad
instantanea y problemas de maximos y

central en su estudio, con la e QOperaciones con funciones: suma vy resta,
finalidad de modelarlos multiplicacién y division.

aplicando algunos e Demostrar el uso de las funciones reales en
conocimientos  basicos de problemas: Problema del movimiento, caida
funciones reales de variable libre, crecimiento en funcién del tiempo.

real y las operaciones bdsicas
entre ellas. (C3M1)

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000
Tel. + 52 33)

P. 86035 Villahermosa, Tabasco, M X
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4. Analiza la grafica de funciones

de variable real buscando
simetrias, y revisa conceptos
como continuidad, crecimiento,
decrecimiento, maximos vy
minimos relativos,
concavidades, entre otros,
resaltando la importancia de
éstos en la modelacion y el
estudio matemadtico. (C3M1)

Conceptualiza el limite de una
funcion de variable real como
una herramienta matematica
que permite comprender el
comportamiento local de la
grafica de una funcion. (C1M1,
C2M2, CaM1)

Identifica y contextualiza Ia
continuidad de  funciones
utilizadas en la modelacion de
situaciones y fendmenos y hace
un estudio, utilizando el
concepto de limite, de las
implicaciones de la continuidad
de una funcidn tanto dentro del
desarrollo matematico mismo,
como de sus aplicaciones en la
modelacién. (C2M1, C4M2)

Interpreta, a partir de integrar
diferentes  perspectivas vy
métodos, el concepto central
del célculo diferencial, “la
derivada”, de forma intuitiva e
intenta dar una definicion
formal, asi como la busqueda
heuristica para encontrar la
derivada de la  funcidon
constante, lineal y algunas
funciones polinomiales. (C1M2,
c2M2)

Analisis de las caracteristicas de las graficas:
funciones a trozo, concepto de continuidad.
Funciones lineales: concepto de crecimiento y
decrecimiento.

Funciones cuadraticas y cubicas: concepto de
crecimiento y decrecimiento, concepto de
maximos y minimos, conceptos de
concavidades.

Modelado grafico de funciones: Lineales,
cuadraticas y cubicas.

Analisis de graficas: Andlisis de crecimiento y
decrecimiento local, identificacion de maximos
y minimos, identificacién de concavidades.

Analisis grafico de los limites mediante una
funcién a trozos.

Conceptualizacion de los limites: Aproximacion
a los limites de una funcién por la derecha y por
la izquierda, tabulacién de funciones en un
intervalo de aproximacion, grafica de una
funcidn en el plano cartesiano.

Andlisis de la continuidad de funciones
contextualizadas.
Identificacion de los significados de
continuidad, las raices y los limites dentro de
una funcidn real.

La derivada como razén de cambio: pendiente.
Definicion de la derivada: definicion grafica a
partir de la transformacidn de una secante en
una tangente, definicién algebraica por el
método de los 4 pasos.
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Situacion de Aprendizaje 1

(Para abordar en la sesion nimero 12)

Estrategia o

e . Reporte de investigacion
Didactica:
Tl'tulo: Mi Laboratorio de Matematicas

Los estudiantes del COBATAB, con anterioridad determinaron que la energia
total mecdnica se conserva, y por lo tanto, eran capaces de determinar las
velocidades iniciales y finales de los objetos en multiples fenémenos. Sin
embargo, durante el estudio de estos fendmenos solo eran capaces de
Contexto: | determinar lo que ocurria con el movimiento de los objetos al principio y al
final, y la parte intermedia no era estudiada, entonces, solicitaron la ayuda
del profesor de Pensamiento matematico Il para modelar el movimiento de
los objetos en situaciones como: la caida libre, el deslizamiento de un objeto
por un plano inclinado, entre otros fenémenos.

1. ¢Cual es el grafico que modela el movimiento de un objeto en la
relacidn tiempo contra posicion?

2. ¢Cual es el modelo algebraico que del movimiento de un objeto

. mediante una funcidn de posicién respecto del tiempo?

Conflicto 3. ¢Cudles el significado de la pendiente de la recta tangente a la curva

cognitivo: que modela el movimiento de un objeto?

4. ¢(Es posible determinar la velocidad instantdanea de un objeto a los
0.2 segundos, a los 0.7 segundos y a los 1 segundos, después de ser
soltada?

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.
3

> 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
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Instrumento de Evaluacidn Situacidon de Aprendizaje 1
PM3-SA1-RUO1 Tipo de instrumento para evaluar la Situacién de Aprendizaje 1

Situacion
didactica

COLEGIO DE BACHILLERES DE TABASCO PLANTEL No.
PENSAMIENTO MATEMATICO Il

Datos de identificacion

Mi laboratorio de Bloque de

. . 1,2,3,4,5,6,7
matematicas progresiones

1 Progresiones

Propésito de la
situacion

En equipos de cinco estudiantes, elaborar un reporte de investigacién de un experimento dado (Caida libre,
deslizamiento de un objeto por un plano inclinado, etc.), donde modele de forma grafica y analitica el
movimiento de la particula, y determine su funcidn de razén de cambio, para posteriormente socializarlo

en el aula clase.

CATEGORIAS/SUBCATEGORIAS

CATEGORIAS ‘ SUBCATEGORIAS

C1S1 Elementos variacionales

C1S2 Elementos geométricos

C1S3 Elementos variacionales

C2S1 Capacidad para observar y conjeturar

C2S2 Pensamiento intuitivo

C2S3 Pensamiento formal

€351 Uso de modelos y capacidad para observar y conjeturar
€382 Pensamiento intuitivo y construccién de modelos

C3S3 Estrategias heuristicas y ejecucion de procedimientos no rutinarios
CA4S1 Registro escrito, simbdlico, algebraico e iconografico
C4S2 Negociacion de significados

€453 Ambiente matemdtico de comunicacién

C1 Procedural

C2 Procesos de intuicion y razonamiento

C3 Solucién de problemas y modelaciéon

C4 Interaccion y lenguaje matematico

Nombre de los alumnos Grupo
N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:
Evaluacion
. Puntuacion Puntuacion .. . o
CATEGORIAS . .. Ponderacion Retroalimentacion
obtenida maxima
Cl. "
Procedural -
C2. Procesos
De intuiciény 25% Logros
razonamiento
C3. Soluciones
de problemas 25%
y modelacién
C4.
Int i
n eraccpn y 25%
lenguaje
matematico Aspectos
de mejora
Actitudinal 100%

TOTAL
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C1. Procedural.

C3. Solucion de
problemas y
modelacion.

C4 Interaccion y
lenguaje matematico.

Actitudinal
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Destacado (4)

Recolecta, Identifica y clasifica todos los
datos obtenidos del experimento de
forma clara. Todos los datos son
ordenados y la grafica corresponde a
los datos obtenidos

NIVEL DE PROGRESO

Competente (3)
Recolecta, Identifica y clasifica algunos
datos obtenida del experimento de
forma clara. Algunos datos son
ordenados y la grafica corresponde a
los datos obtenidos

Basico (2)

Recolecta, Identifica y clasifica pocos
datos obtenida del experimento de
forma clara. Los datos no son
ordenados y la grafica no
corresponde a los datos obtenidos

No presenta (1)
Recolecta pocos datos del experimento,
pero no Identifica ni clasifica dichos datos.
Los datos no tienen orden y la grafica no
corresponde a los datos obtenidos

Estan presentes las razones de cambio
de los datos obtenidos (Velocidad y
aceleracion), asi mismo, construye la
gréfica de la funcion escaldn (velocidad
media) para las velocidades obtenidas.
Intuye la razén de cambio instantdnea
para todos los tiempos solicitados.

Estan presentes algunas de las razones de
cambio de los datos obtenidos (Velocidad y
aceleracidn), asi mismo, la grafica de la
funcion escaldn (velocidad media) esta
presente, pero no corresponde a las
velocidades obtenidos. Intuye la razén de
cambio instantdnea para algunos de los
tiempos s solicitados.

Estan presentes pocas de las razones de
cambio de los datos obtenidos (Velocidad y
aceleracion), asi mismo, la grafica de la
funcion escaldn (velocidad media) esta
presente, pero no corresponde a las
velocidades obtenidos. Intuye la razén de
cambio instantdnea para uno de los
tiempos solicitados.

No estdn presentes las razones de cambio
de los datos obtenidos (Velocidad y
aceleracion), la grafica de la funcién

escaldn no esta presente. No intuye la
razén de cambio instantanea para los
tiempos solicitados.

Presenta (de forma algebraica) la
funcién de posicidn, asi como la funcién
velocidad como derivada de la funcién
posicion. La funcién velocidad coincide
con la velocidad instantanea para los
tiempos establecidos.

Presenta (de forma algebraica) la
funcién de posicidn, asi como la
funcién velocidad como derivada de la
funcién posicidn. La funcién velocidad
tiene discrepancia minima con la
velocidad instantanea para los tiempos
establecidos.

Presenta (de forma algebraica) la
funcidn de posicion, asi como la
funcién velocidad como derivada de
la funcién posicién. La funcion
velocidad no coincide con la velocidad
instantanea para los tiempos
establecidos.

No presenta (de forma algebraica) la
funcién de posicion, y por tanto, no
presenta la funcion. La funcién velocidad
no esta presente y no compara los
resultados.

Contiene todos los elementos de un
reporte de investigacion y se
encuentran en orden pertinente. La
conclusion es clara y estan presente los
elementos del lenguaje matematico

Contiene algunos los elementos de un
reporte de investigacion y se
encuentran en orden pertinente. La
conclusién es clara y estan presente
algunos elementos del lenguaje
matematico

Contiene pocos los elementos de un
reporte de investigacion y no se
encuentran en orden pertinente. La
conclusién es poco clara y estan
presente pocos elementos del
lenguaje matemdtico

Contiene escasos elementos de un reporte
de investigacion y no se encuentran en
orden pertinente. La conclusion no es
claray no se encuentran presente
elementos del lenguaje matematico

Trabaja de forma altamente
colaborativa, con explicaciones claras y
una gran disposicion al trabajo
organizado y metddico, cumpliendo con
todos los criterios del docente.

Trabaja de forma colaborativa, con
explicaciones claras y una disposicion
adecuada al trabajo organizado y
metddico, cumpliendo la mayoria de
los criterios del docente.

Se relaciona de manera limitada, con
explicaciones comprensibles pero
algunas imprecisiones, y una
disposicion inconsistente al trabajo
organizado, cumpliendo solo algunos
criterios del docente.

Tiene una minima interaccién con sus
pares, presentando explicaciones poco
claras, una disposicion limitada al trabajo
organizado, y no cumple con la mayoria de
los criterios del docente.

Firma del Facilitador

Nombre \; Firma del Lider de equipo
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Evaluacion Diagndstica SA1

¢Qué tanto sé? (Apertura) =
PM3-SA1-EDO1
CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR

1. Corresponde a la razén de cambio instantanea del desplazamiento de un movil:
a) Velocidad.
b) Aceleracion.
c) Caida libre.
d) Gravedad.

2. Fue uno de los inventores del calculo el cual usé para desarrollar la teoria de la gravitacién
universal.
a) Arquimedes.
b) Galileo Galilei.
c) Isaac Newton.
d) Albert Einstein.

3. Es un elemento geométrico sin dimensiones cuya posicion en el espacio cartesiano de dos
dimensiones se identifica mediante un par de nimeros reales X,Y.
a) Punto.
b) Recta.
c) Eje de las abscisas.
d) Rectatangente.

4. Es cualquier recta que toca solo uno de los puntos de la circunferencia.
a) Pendiente.
b) Recta secante.
c) Eje de las ordenadas.
d) Rectatangente.

5. Calculala suma de las siguientes ecuaciones: 3x + 2y + 6 y 8x — 4y + 13
a) 11x+6y+19
b) 5x+ 6y +19
c) 11x—-2y+19
d 9x—-8y+19
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PM3-SA1-EDO1
CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR

. La suma de funciones continuas en el punto “c” es una funcién continua en “c

. . ., d . . . .
La velocidad se calcula con la siguiente funciéon v = " (velocidad es igual a distancia sobre

tiempo), obtén la velocidad cuando la distancia es de 45 metros y el tiempo es 9 segundos.

9m/s
13 m/s
18 m/s
5m/s

¢Cudles son las principales caracteristicas de la funcidn cuadratica?
Baricentro, circuncentro y vértice.

Maximos, minimos, concavidad y raices.

Pendiente, maximos, minimos.

Hipotenusa, vértice, ordenada.

Cual es la coordenada de la funciéon f(x) = 6x — 3 cuando x=3
15
18
21
12

Si una funcién f(x) es un polinomio, es continua en todo punto
Verdadero
Falso

ow_n

Verdadero
Falso
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PM3-SA1-EDO1
CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR

11. La grafica muestra que los valores que puede tomar el rango de la flecha azul son:

. | 1 1 1 1 1 1 1 1 Pt 1 >
AT | 1 1 1 1 1 1 1 1 e 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
a) x>4
b) x<4
c) x=4
d x=4
12. Muestran la relacién entre dos expresiones que no son iguales.
a) Expresiones algebraicas
b) Ecuaciones
e) Desigualdades
c¢) Funciones
’aseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, M X
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PM3-SA1-LCO1 Lista de cotejo para evaluar el Portafolio de Evidencias SA1 de las
actividades de reforzamiento

Unidad de aprendizaje [l Grupo Fecha:

f{ll1- Genera intuicion sobre conceptos como variacion promedio, variacion instantanea, procesos infinitos y movimiento a través de la revision de las contribuciones que desde la filosofia y la
imatemadtica hicieron algunas y algunos personajes histéricos en la construccién de ideas centrales para el origen del calculo. (C2M1)

. Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calculo diferencial, en particular el problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dado.
C3M1, C4M1)

. Revisa situaciones y fenémenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad de modelarlos aplicando algunos conocimientos bésicos de funciones reales de variable|
real y las operaciones basicas entre ellas. (C3M1)

4. Analiza la grafica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa conceptos como continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos, concavidades, entre|
otros, resaltando la importancia de éstos en la modelacion y el estudio matematico. (C3M1)

. Conceptualiza el limite de una funcidn de variable real como una herramienta matematica que permite comprender el comportamiento local de la gréfica de una funcién. (C1M1, C2M2,|
4M1)

6. Identifica y contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacién de situaciones y fenémenos y hace un estudio, utilizando el concepto de limite, de las implicaciones de
la continuidad de una funcidén tanto dentro del desarrollo matemético mismo, como de sus aplicaciones en la modelacién. (C2M1, C4M2)

7. Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos, el concepto central del cdlculo diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una definicion formal, asi como|
la bisqueda heuristica para encontrar la derivada de la funcidn constante, lineal y algunas funciones polinomiales. (C1M2, C2M2)

1M1: Ejecuta célculos y algoritmos para resolver problemas matematicos, de las ciencias y de su entorno.

1M2: Analiza los resultados obtenidos al aplicar procedimientos algoritmicos propios del Pensamiento Matemdtico en la resolucion de problematicas tedricas y de su contexto .

2M1: Observa y obtiene informacion de una situacién o fenémeno para establecer estrategias o formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

2M2: Desarrolla la percepcion y la intuicion para generar conjeturas ante situaciones que requieren explicacidn o interpretacion.

3M1: Selecciona un modelo matematico por la pertinencia de sus variables y relaciones para explicar una situacién, fendmeno o resolver un problema tanto teérico como de su contexto.
4M1: Describe situaciones o fendmenos empleando rigurosamente el lenguaje matematico y el lenguaje natural.

4M2: Socializa con sus pares sus conjeturas, descubrimientos o procesos en la solucién de un problema tanto teérico como de su entorno.

151 Elementos variacionales

152 Elementos geométricos

153 Elementos variacionales

251 Capacidad para observar y conjeturar

252 Pensamiento intuitivo

253 Pensamiento formal

351 Uso de modelos y capacidad para observar y conjeturar

352 Pensamiento intuitivo y construccién de modelos

353 Estrategias heuristicas y ejecucidn de procedimientos no rutinarios

1 Procedural Subcategorias

2 Procesos de intuicion y razonamiento

3 Solucién de problemas y modelacion

4S1 Registro escrito, simbdlico, algebraico e iconografico
452 Negociacion de significados
453 Ambiente matemdtico de comunicacién

4 Interaccion y lenguaje matematico

Nombre de
los
integrantes

Aprendizajes Trayectoria Contenidos Especifico

1. Valora la aplicacién de procedimientos automaticos y algoritmicos, asi como la interpretaciénje Aportaciones histéricas al desarrollo del célculo: Filosofia griega, Método de Exhaucién de Arquimedes,
de sus resultados, para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas matemdticos, de| Aproximacién de tangentes de Fermat, Integracion de Newton.

areas del conocimiento y de su vida personal. Conceptos primordiales: Cambio, variacién promedio, variacién instanténea, procesos finitos, movimiento.
l* Elementos bdsicos: punto, recta, secante, tangente, pendiente.

l» Problemas que le dieron origen al célculo: determinar la recta tangente para velocidad instantanea vy

2. Adopta procesos de razonamiento matematico tanto intuitivos como formales tales como
observar, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informacion y obtener conclusiones|
[de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experimentales y tecnologia, sociales,
humanidades y de la vida cotidiana).

problemas de maximos y minimos.
l» Operaciones con funciones: suma y resta, multiplicacién y division.
Demostrar el uso de las funciones reales en problemas: Problema del movimiento, caida libre, crecimiento

3. Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno, empleando| en funcién del tiempo.
lenguaje y técnicas matematicas. Andlisis de las caracteristicas de las graficas: funciones a trozo, concepto de continuidad.

Funciones lineales: concepto de crecimiento y decrecimiento.

4. Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripcion de situacionesly rynciones cuadréticas y cubicas: concepto de crecimiento y decrecimiento, concepto de méximos y
len el contexto que les dio origen empleando lenguaje matemdtico y lo comunica a sus pares
para analizar su pertinencia.

minimos, conceptos de concavidades.
Modelado grafico de funciones: Lineales, cuadraticas y cubicas.
Andlisis de graficas: Analisis de crecimiento y decrecimiento local, identificacion de maximos y minimos,

identificacion de concavidades.

Andlisis grafico de los limites mediante una funcién a trozos.

Conceptualizacion de los limites: Aproximacion a los limites de una funcién por la derecha y por la izquierda,
tabulacién de funciones en un intervalo de aproximacion, grafica de una funcién en el plano cartesiano.

Analisis de la continuidad de funciones contextualizadas.
Identificacion de los significados de continuidad, las raices y los limites dentro de una funcién real.

La derivada como razén de cambio: pendiente.
Definicién de la derivada: definicion grafica a partir de la transformacion de una secante en una tangente,
definicion algebraica por el método de los 4 pasos.
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CRITERIOS Puntaje

Presentar el portafolio en la fecha y hora establecidas, mostrando

puntualidad y responsabilidad. 10

Incluye una portada que contenga todos los datos de identificacion
relevantes, tales como nimero de plantel, semestre, grupo, bloque,
2. nombre completo, nombre de la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) 10
y del docente, ademas de especificar claramente el objetivo de la UAC,
la fechay el lugar.

Presentar una estructura organizada y ordenada de acuerdo con las

e ) 10
indicaciones proporcionadas por el docente.

Las actividades incluidas en el portafolio son originales y reflejen el
4, esfuerzo del estudiante, ademas estan presentadas con limpieza y 20
claridad lo que facilita su comprension.

Contiene todos los trabajos solicitados por el docente, sin omitir

5. ] 20
ninguno.
6 Cada trabajo incluido en el portafolio esta calificado por el docente y 30
) cuenta con su sello o firma, lo que certifica la evaluacién realizada.
Calificacion
Aspectos para mejorar:
Firma
iHola CobaCompafi
A igdicaciones de

N

.....

ecuerda que
's volver aqui
ir lo que se

| ’ PORTAFOLIO
YIDENCIAS

aprendizaje p
lo aprendido c
reforzamiento
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Progresion 1

Aportaciones historicas al desarrollo del calculo

Filosofia griega.

Los matemadticos griegos desarrollaron un concepto
relacionado con las magnitudes de la naturaleza y objetos
geométricos: el de magnitud conmensurable. Hasta
mediados del siglo V a. C. se creia que todas las magnitudes
conocidas eran conmensurables, es decir, que, dadas dos
magnitudes cualesquiera u y v (de las conocidas en esa
época), era posible hallar enteros ny m y otra magnitud W gecyperada de
tales que u = nw y v = mw Sin embargo, se descubrié una  https://media.istockphoto.com/id/14362080
. .7 . 0y 0 - - ini -
situacion, la diagonal y el lado de una cuadrado no cumplen  20/es/foto/s%C3%ADmbolo-del-infinito-
L, K . X dorado.jpg?s=612x612&w=0&k=208&c=viv5S
esta condicidn, siendo un contraejemplo a la creencia que  7xQMxte8VKXi01r0361GGaAWOgiIv2ahlpBnd
ellos tenian. Ks= en junio, 2024

Esto condujo a admitir que

existian otro tipo de magnitudes que era necesario abordar de una
forma alternativa, lo cual motivé los procesos infinitos. Suponer que la
a @ diagonal y el lado del cuadrado son conmensurables es equivalente a
suponer que V2 es un ndmero racional, lo cual se puede verificar que
es falso. De hecho, este numero se puede expresar como el limite en el
infinito de la siguiente expresién en fracciones continuas:

V2=1+

1
2+ il

24—
1
2+2+...
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Método de Exhaucion de Arquimedes.

Arquimedes de Siracusa, es considerado uno de los cientificos mas
importantes de la antigliedad. Es reconocido por sus aportaciones la
fisica, astronomia y matematicas. Respecto a esta ultima, destaca el
método para hallar areas de curvas: Método de Exhaucién, aunque en
realidad, fue Eudoxo de Cnido quien desarrollé el método que consiste
en agotar el area que se va a calcular por medio de figuras conocidas,
por ejemplo, poligonos que son faciles de manejar.

Basado en las ideas de Eudoxio, Arquimedes amplia la técnica
afiadiendo la justificacion del resultado por una demostracién al
absurdo en la cual la herramienta fundamental es el la Proposicion X.1
de la obra Los Elementos de Euclides.

Eudoxio de Cnidos. (s/f).
Ecured.cu. Recuperado de

El ejemplo clasico que desarrollé https://www.ecured.cu/Eudo

xio_de Cnidos el 8 de junio

Arquimedes es aproximar el area de 2024, de

de wun circulo, ya sea por
poligonos inscritos o circunscritos, los cuales podemos apreciar
en las siguientes imagenes.

s == Poligonos inscritos
Arquimedes de Siracusa, recuperado de
https://deportescineyotros.com/2020/0
1/21/grandes-cientificos-de-la-grecia-
antigua-arquimedes/ el 8 de junio de
2024

Poligonos circunscritos

010100
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Método de tangentes de Fermat.

Pierre de Fermat fue un gran matematico francés, aunque su profesidn era la abogacia, dedicaba
sus ratos de ocio a las matematicas. Dentro de sus muchas aportaciones a las matematicas se
encuentra como uno de los pioneros del calculo infinitesimal, desarrollando un método para hallar
las tangentes a curvas polindmicas. Este método consiste en hallar la recta tangente a la curva por
medio de aproximar las razones de dos tridngulos semejantes, en el que uno de ellos se hace muy
pequeio hasta desaparecer.

a.'...ff
_'I-'p
R

T O Q Q'

Recuperado de Pierre de
Fermat. (2023, agosto 25).

Calcular Area. Recuperado de Cantoral, R., & Farfan, R. M.
https://www.calcularareas. (2004). Desarrollo conceptual del cdlculo. (1ra Edicion)
com/pierre-de-fermat/ Meéxico: International Thomson Editores.

Por medio de la semejanza de los tridngulos TPQ y PSR, haciendo € = QQ' y aproximando
SR = P'R para € pequefio. Después de realizar algunos pasos algebraicos y haciendo desaparecer
el € se obtiene el valor de la longitud del segmento TQ y con ello las coordenadas del punto T que
junto con el punto P dado al principio se obtienen dos puntos de la recta tangente, siendo este
ultimo el punto de tangencia.

Integracion de Newton.

Isaac Newton fue uno de los mds grandes cientificos en la historia de la humanidad, siendo su obra
maestra Philosophiae naturalis principia mathematica (1687). En el cual incluye resultados
relacionados con limites y diferenciales, conceptos centrales del cdlculo. Dentro de su obra
desarrolla una axiomatica similar a la matematica
griega y desarrolla un método para hallar areas
de curvas por medio de rectangulos, inspirado de
cierta forma por las ideas de Arquimedes. El
método es como sigue:

Dada una curva dada por f(x) sobre un
segmento de la recta de numeros, se desea
calcular el area limitada por la curva y el eje X
usando rectdngulos tanto inscritos como

Leskow, E. C. Leyes de Newton: definicién, fundamentos y
circunscritos y luego hacer la diferencia entre  caracteristicas. (2017, agosto 16). Recuperado el 9 de junio de
2024, de https://humanidades.com/leyes-de-newton/
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estos. En la siguiente figura se muestra la grafica de una funcién cuadratica y sumas inferiores y
superiores de rectangulos.

Newton calculé la diferencia entre las areas de los rectangulos circunscritos y los inscritos
(sombreada en azul) para después demostrar que ésta es cero cuando el nimero de rectangulos
crece (y su anchura decrece) in infinitum. Y por lo tanto el drea debajo de la curva es la que se
obtiene al final del proceso in infinitum.
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Conceptos primordiales

Cambio

El cambio puede definirse como todo movimiento, toda interaccidn, asi como toda alteracion de un
objeto y sus propiedades.

El cambio incluye desplazamientos espaciales, transformaciones en las formas de movimiento y en
procesos de desarrollo. El cambio también incluye el aumento o disminucién de las caracteristicas
de un objeto. A través de la historia han existido cambios no solo en las propiedades de los cuerpos,
sino que también en las mismas leyes del movimiento de la materia.

En matematicas, siempre tratamos de cuantificar todos los sucesos y fendmenos que nos rodean,

por lo que el cambio también termina volviéndose un valor a estimar. A ese valor lo lamamos tasa
de cambio o variacién promedio.

Variacion promedio.
La tasa de variacidon de una funcidn es el cambio que experimenta dicha funcién cuando su variable
independiente pasa de un valor a otro.
Nos referimos a la tasa de variacién como TV de la siguiente manera:

T.V = f(x3) — f(x1)

La tasa de variacién media o promedio indica la variacién que existe entre la funcidn respecto a la
variable independiente.

R RAG AP AC2Y)
Xy — Xq

Graficamente, podemos representar la tasa de variacion media como la pendiente de la recta
secante que pasa por los puntos x; y X,
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y '
i) [===============ccecccne=====-
y=Al
L dy=aff) fix)

il flsasnasnsans (e caaasasununs: p7 -

] V ¥

; Ax=xs-%, N

Xy X3 ;

Rescatado de https://calculus502.weebly.com/razoacuten-de-cambio en junio,2024

Sea Ax (delta x) la distancia entre x; y x5
Tenemos que Ax = x, — x; realizamos el despeje y obtenemos x, = x; + Ax
Y de la misma forma con Ay

Ay = f(x; + A4x)- f(x1), se realiza la sustitucidn pertinente

_f + 40 - f(x)

T.V.M
Ax

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX

lel. + 52 (933) 316 75 57
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Revisemos el siguiente planteamiento
1.- Calcular la TVM de la funcién f(x) = x? — x enelintervalo [2,6]. Sustituir en:

_ f(x2) = f(x1)

T.V.M.
Xy — X1
_fe)-f@2)
T.V.M.= ="
_[(6)? —6] - [(2)* - 2]
T.V.M.= —
ryyo 3676 - (-2
4
VM=
VM= —

TVM—28—7
WM. ==

2. El indice de crecimiento de la bolsa en México paso de 1670 a 1890 en un afo. Encontrar la tasa
de variacién media mensual.

Sustituir en:

_ [+ 40) = f(x)

T.V.M

Ax
f(x; +4x) = 1890
f(xy) = 1670
Ax=12-0=12
TVM_1890—1670
T 12
TVM—120—10
N 12
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Aplicaciones

Se puede emplear en economia para minimizar costos, maximizar la calidad, asi como en fisica para
determinar la velocidad de un cuerpo o incluso en geometria para determinar la cantidad de
material necesario para construir un cilindro.
Otros ejemplos:

e Determinar el tamafio de una poblacion
e Elvolumen de un globo al ser inflado
e Distancia recorrida

Variacion instantanea

Uno de los dos conceptos principales del cdlculo consiste en determinar la tasa de cambio de un
punto con respecto a otro. Por ejemplo, la velocidad puede ser definida como la tasa de

desplazamiento en funcion del tiempo (v = %). Si una persona recorre 100 kildmetros en 2 horas,
su velocidad es:
_ 100km 50km

vE 2hr - hr

A esta velocidad calculada se le llama la velocidad promedio o la tasa promedio de cambio. Pese a
gue seguramente a lo largo de ese trayecto la persona debié haber bajado o subido la velocidad
ocasionalmente, generalmente es suficiente decir que viajé durante 2 horas a una velocidad
promedio de 50 km/hr. Sin embargo, si el conductor choco, no seria su velocidad promedio la que
determina si sobrevive o no, sino la velocidad a la cual viajaba en ese momento puntual. En ese
sentido, no es la velocidad promedio la que importa sino la velocidad instantanea en el momento
del choque. Es asi como tenemos distintos tipos de velocidades: velocidad media y velocidad
instantdnea.

Podemos definir la tasa de variacion instantdnea de una funcidén como el limite de dicha funcién
donde la distancia entre el punto inicial y final es cero. Si expresamos el intervalo en términos de

o n

“a” y “b”, la distancia entre ambos se vuelve infinitamente pequefio cuando “b” se aproxima a “a”.

Esto es:

T.V.1(a) = Iljm%
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Del mismo modo que la T.V.M., la tasa de variacidn instantanea puede ser positiva, negativa o nula.
Nos indica que tan rapido crece o decrece la funcidn en un determinado punto. Es un nimero real.

Representacidon geométrica

La tasa de variacién instantdnea en el punto a es la pendiente de una recta tangente a la funcién en
ese punto.

Tasa de variaciéon instantanea en a

T > 1 >

Rescatado de https://www.fisicalab.com/apartado/tasa-variacion-instantanea en junio, 2024

Procesos infinitos

La nocidén de proceso infinito se centra en un proceso iterativo ilimitado, es decir, que
por muy grande que sea el nimero de veces que se realiza el proceso, siempre es
posible efectuar uno mas, y otro mas, y asi sucesivamente, hasta el infinito.

El estudio de los procesos infinitos es basico para el desarrollo del Cdlculo Diferencial e Integral,
puesto que el concepto de la derivada y la integral de una funcién estan relacionados con
los procesos infinitos y su aprendizaje por parte de los alumnos facilitara el estudio de los conceptos
mencionados, mediante problemas que involucran a procesos infinitos, cuya resolucion permitira la
comprension de sus caracteristicas.

Los objetos geométricos en los que se repite un mismo patrén de comportamiento, en diferentes
escalas y con diferente orientacion; a estos objetos geométricos se les llama fractales.
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Los fractales son:

a) Cuadrados inscritos

b) Triangulo de Sierpinsky
¢) Arbol Pitagérico

d)

Copo de nieve

Recuperado de Romero, G. F. (2021, junio 1). Problema 2 - Trigngulo de
Sierpinsky. Portal Académico del CCH.
https://portalacademico.cch.unam.mx/calculol/procesos-
infinitos/problema-2-triangulo-de-Sierpinsky en junio, 2024.

La paradoja de Zendn (Aquiles y la tortuga).

Zendn confundié de manera sorprendente a sus colegas pensadores al sefialar que el heroico griego
Aquiles, por mas que corriera velozmente, no alcanzaria a la tortuga a la cual se le habia dado una
ventaja inicial, ya que cuando éste alcanzard el punto de la tortuga A, la tortuga se habria desplazado
al punto B y cuando llegara a B la tortuga hubiera llegado a C. De esta manera, la tortuga siempre
estaria situada delante de Aquiles, aungue solo fuera por un infinitésimo.

Movimiento

Trayectoria: Sucesién de posiciones por las que va pasando un mévil u objeto.

Movimiento rectilineo uniforme (MRU) Es el movimiento mas sencillo. La trayectoria, como lo
indica su nombre, es una linea recta y la velocidad es constante (no hay aceleracion). Un sistema
movil que se mueve en MRU avanza distancias idénticas en iguales tiempos, dado que la velocidad
es constante. Esto quiere decir que por ejemplo, cada segundo siempre estara avanzando la misma
distancia. De forma similar se describe el MRUA (movimiento rectilineo uniformemente acelerado,
siempre estard incrementando la misma velocidad.)

B [ - -

TN T TN T TN

1 mis 3 i 9 mis
. B —_—
N e _.-. -._ —
T T y
La welosidad aumentd en La welocidad aumentd en La velocidad aumentd an
un valor de & m's an 15 ur valor de 2 mids en 1 ur valor de E mes en 15

Recuperado de https://matemathweb.com/fisica/movimiento-rectilineo-uniforme-variado/ en junio, 2024.
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Dado que la velocidad es un valor constante, cuando un movil se desplaza en MRU, el grafico de Ia
posicidon que tiene el movil en funcidn del tiempo es una linea recta cuya pendiente es la velocidad
media. Recordemos, que la ecuacion de una recta es:

y=mx+b

u

la variable independiente “x”, en este caso es el tiempo (t), la variable dependiente “y” es la
posicidn, la pendiente (m) es entonces:

Ay  x;—x;  A(posicion)

= = = = velocidad medi
m=4 L=t Altiempo) velocidad media

Dependiendo de si representamos un avance o un retroceso, podremos observar una pendiente
positiva (si es un avance) o una pendiente negativa (si es un retroceso), pero eso dependera de
como definimos la posicién inicial en el sistema de referencia. Si no hubiera cambio de posicién, la
recta tendria una pendiente igual a cero.

Movimiento acelerado: Cuando el mddulo de la velocidad aumenta entonces la direccién de la
velocidad y la aceleracion son iguales.

v
.
a=—= a
= A —

Recuperado de Zill, D. G. (1987). Cdlculo con geometria analitica. Grupo
Editorial Iberoamérica en iunio. 2024.

Movimiento desacelerado: Cuando el mdédulo de la velocidad disminuye entonces la direccidn de
la velocidad y la aceleracién son opuestas.

v
—_—
[— a
—= -—
=y ol
. &

Recuperado de Zill, D. G. (1987). Cdlculo con geometria analitica. Grupo
Editorial Iberoamérica en iunio. 2024.
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CATEGORIAS ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO:
PM3 - SA1 ACT 01 CRUCIGRAMA

Instrucciones: En binas, completar el
crucigrama con la informacién estudiada
sobre  Aportaciones  histéricas vy
conceptos primordiales del calculo.

C2 Procesos de intuicion
razonamiento.
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Verticales

Las magnitudes inconmensurables
fueron las que motivaron las ideas de
procesos infinitos, en la matematica
griega.

Es la pendiente de una recta tangente
a la curva en un valor especifico de la
variable independiente.

La tasa de variacion de una funcién es
el cambio que experimenta dicha
funcién cuando su variable
independiente pasa de un valor a otro.
Fue quien desarrolléd el método que
consiste en hallar la recta tangente a la
curva por medio de aproximar las
razones de dos tridngulos semejantes,
en el que uno de ellos se hace muy
pequeio hasta desaparecer.

Es el que describe un objeto que se
mueve en linea recta a velocidad
constante.

Horizontales

Método desarrollado por Eudoxo, pero
gue mas tarde ampliaria Arquimedes
afiadiendo la justificacién del resultado
por medio de la proposicion X.1 de los
elementos de Euclides.

Cuando el moédulo de la velocidad
disminuye entonces la direccidn de la
velocidad y la aceleracién son
opuestas.

Puede definirse como todo
movimiento, toda interaccion, asi como
toda alteracion de un objeto y sus
propiedades.

Calculé la diferencia entre las dreas de
los rectangulos circunscritos y los
inscritos en la curva para después
demostrar que ésta es cero cuando el
numero de rectangulos crece (y su
anchura decrece) in infinitum. Y por lo
tanto el drea debajo de la curva es la
gue se obtiene al final del proceso in
infinitum.
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Progresion 2

Elementos basicos (conceptos y representaciones graficas).

Punto, recta, secante, tangente y pendiente.

La geometria analitica es la rama de las matematicas que establece una conexion entre el dlgebray
la geometria euclidiana. En ella se estudian figuras referidas a un sistema de coordenadas.

La geometria analitica se encarga de las figuras que se representan usando un sistema de
coordenadas y resuelven los problemas geométricos mediante métodos algebraicos. De esta forma,
las coordenadas se representan con pares de numeros y las figuras, con ecuaciones.

El plano cartesiano tiene varios usos, uno de ellos es la localizacién de un punto especifico con ayuda
de coordenadas, las cuales puedes encontrar en un mapa de tu ciudad o de tu pais.

¢Sabias que laidea del plano cartesiano surgié cuando una mosca se cruzd en la mirada de Descartes
mientras descansaba en su cama? La siguid con la vista, preguntandose si era posible determinar su
posicidn a cada instante. Llego a la conclusidn de que seria posible si se conociera la distancia de la
mosca a dos superficies perpendiculares (la pared y el techo) se levanté de la cama y dibujo dos
rectas perpendiculares sobre un papel. Asi la ubicacién de cualquier punto de la hoja quedaba
determinada por su distancia respecto a estos ejes que llamo coordenadas del punto.

Punto: Es un elemento geométrico sin dimensiones cuya posicidn en el espacio cartesiano de dos
dimensiones se identifica mediante un par de nimeros reales X, Y (abscisa, ordenada). La abscisa es
la distancia dirigida medida desde el eje “y” hasta el punto definido y la ordenada es la distancia
dirigida medida desde el eje “x” hasta el punto definido.

Recta: La recta es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan a dos puntos fijos
dados y diferentes (A y B en la figura).

A B
*—

Secante: Es cualquier recta que corta una circunferencia en dos puntos.

Tangente: Es cualquier recta que toca solo uno de los puntos de la circunferencia, también se
conoce como tangencia.
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Una tangente a un circulo es una linea recta que toca el circulo solamente en un punto. Este punto
es llamado el punto de tangencia. La tangente en cualquier punto de un circulo es perpendicular al
radio a través del punto de tangencia. La recta tangente indica la pendiente de la curva en el punto

en que se tocan.

Podemos apreciar los conceptos antes mencionados en la siguiente imagen:

Punto "A" 6 centro de la circunferencia
con coordenadas (5,5)

Recta Secante

\ Recta Tangente

1237/678910 X

Pendiente: La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto es igual a la derivada de la
funcién en dicho punto. También podriamos decir que la pendiente de la recta tangente es la razén

de cambio instantaneo.

Y,
I
I

Paseo la Choca No. 100 Col.

recta
tangente

punto
arbitrario

" Ay
Flxg)
Aa
.-
I
48
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Problematicas para determinar la pendiente de una recta
tangente.

‘ Velocidad instantanea.

Si un cuerpo en movimiento (movil), mantiene una trayectoria recta y recorre distancias iguales en
intervalos de tiempo iguales, podemos decir que realiza un movimiento rectilineo uniforme (MRU).
Suponga que, en 1 segundo un movil se desplaza 2 metros; al paso de 2 segundos, se habra
desplazado 4 metros; al transcurrir 3 segundos, su desplazamiento seria de 6 metros, y asi
sucesivamente.

Podemos observar que la relacidn entre desplazamiento y tiempo (velocidad) permanece constante,
por cada incremento de tiempo, obtendremos un incremento constante en su desplazamiento. Si
deseamos representar los cambios en una variable, debemos utilizar la legra griega A (delta), y asi,
podemos expresar la férmula de la velocidad de acuerdo con los cambios en su desplazamiento
respecto al tiempo de la siguiente manera:

Xy —Xq
thh—104

v =

Si graficamos los datos de la magnitud del desplazamiento en funcidn del tiempo, podemos obtener:

Velocidad
14
12 La pendiente de la recta representa
el valor de la velocidad del objeto. /
10 x>
— 8
E
o Ax
4
\ o X
z — i — — — —— — ——— —— —
ta At t2
o
1 2 3 4 5 6

Cuando se grafican diferentes valores del desplazamiento en funcidn del tiempo y se unen los
puntos, podemos obtener una linea recta. La pendiente de la recta representa la magnitud de la
velocidad e indica que permanece constante, debido a que, para una linea recta los cambios iguales
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Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
Tel. + 52 (933) 316 75 57



€=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES

TABASCO DE TABASCO
“Educacién que genera cambio”

a lo largo de un eje corresponden a cambios iguales sobre el otro eje. Es evidente que existe una
relacion de proporcionalidad directa entre la variable desplazamiento y la variable tiempo.

La pendiente de la recta obtenida de la grafica desplazamiento-tiempo es una constante de
proporcionalidad entre ambas variables y representa la magnitud de la velocidad. Mientras mayor
sea la pendiente de la recta, mayor serd la velocidad del cuerpo.

Para poder calcular la magnitud de la velocidad, podemos determinar la tangente de la recta, lo que
seria el valor de su pendiente en cualquier punto. Si se dibuja un tridngulo rectangulo entre dos
puntos cualesquiera de la recta, dicha recta se convierte en la hipotenusa. De acuerdo con las
propiedades del triangulo rectangulo, el cual podemos observar en nuestra grafica, la tangente es
igual a:

cateto opuesto Ax
tanf = =v=—
cateto adyacente At

Analicemos el siguiente planteamiento

José viaja en autobus para visitar a sus abuelos en vacaciones, mientras observa el camino,
comienza a recordar su clase de pensamiento matematico y decide anotar el tiempo que se
toma el autobus para recorrer la distancia entre los postes que estdn a un lado de la
carretera, sabiendo que la distancia entre dichos postes es de 50 m, obtiene los siguientes
datos:

Poste ti(s) X1 (m) tz2 (s) X2 (m)
1 0 0 2 50
2 2 50 4 100
3 4 100 6 150
q 6 150 8 200
5 8 200 10 250
6 10 250 12 300
7 12 300 14 350
8 14 350 16 400
9 16 400 18 450

10 18 450 20 500

Con el apoyo del docente Analiza como serd el comportamiento grafico empleando los
datos de la tabla y calcula la velocidad del autobus, asi como también la distancia que
recorre en 1 minuto.

50



€=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES
DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

51

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
Tel. + 52 (933) 316 75 57



C=:

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES
TABASCO DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

Problemas de maximos y minimos

Si conocemos las tangentes a una curva en un determinado dominio, podemos hallar los maximos
o minimos en ese dominio (maximos o minimos locales). Esto sucede cuando la pendiente de la
tangente es cero, es decir cuando la tangente es horizontal, como podemos observar en la siguiente

grafica:
-~ & -~ L ]
Maximos y Minimos

3

Maximos Locales

Puntos de Inflexion

/ f(x) Minimos Locales

7
0 1 2 3 4 5 6
Recuperado de Julidn, C. (2018, noviembre 16). Mdximos y Minimos de una Funcion. Fisimat | Blog de Fisica y Matemdticas;
Fisimat. https://www.fisimat.com.mx/maximos-y-minimos-de-una-funcion/ en junio, 2024.

Un caso sencillo es el de las funciones cuadraticas. Las graficas de dichas funciones son parabolas
las cuales tienen un vértice en donde precisamente tienen el maximo o minimo. Si el coeficiente del
término cuadratico es positivo la parabola abre hacia arriba y tiene un minimo, y si es negativo abre
hacia abajo y tiene un maximo. Este punto critico es donde se alcanza el maximo o minimo y viene
dado por la férmula

—b
" 2a
YA YA
1 1 -b
(Xcx2.0) “n
\ : ) & } T } ! >
(0,)'cy) b Yv | X
: ' 3
X
T~ Vértice {O'ycy) ’
Parabola con a>0 Parabola con a<0

Recuperado https://www.fisicalab.com/apartado/ecuacion-parabola-vertical en junio, 2024.
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Ejemplo:

Para que no haya pérdidas en un espectdaculo, se requiere que asistan 300 espectadores que paguen
$500 pesos. Se ha observado que por cada espectador extra es posible cobrar una unidad de dinero
menos. ¢Con cuantos espectadores adicionales se puede obtener las maximas ganancias?

Solucién. Para ello, primero hay que nombrar la variable con alguna literal, por ejemplo, x=niumero
de espectadores adicionales. Luego, determinar el ingreso I(x) de x adicionales. El ingreso I es igual
al numero de espectadores multiplicado por el costo de un boleto, por ejemplo, si no hay
espectadores adicionales I(0) el ingreso seria 300 * 500 = 150 000. Con un espectador adicional seria

I1(1) = (300 + 1)(500 — 1) = 150199
Con x espectadores adicionales
I(x) = (300 + x)(500 — x), 0 < x < 500
Para que el ingreso no sea negativo debe ser 500 - x = 0,o0seax < 500
Vamos a realizar la multiplicacién de estos binomios (300 + x)(500 - x)
I(x) = 150000 — 300x + 500x — x2
I(x) = 150 000 + 200x — x?

Reordenando los términos I(x) = —x2 + 200x + 150 000. Vemos que el signo de la x? es
negativo, por lo cual sabemos que la funcidn tiene un maximo

Los coeficientes de la funcion cuadratica son

a = -1, b = 200, ¢ = 150000

. . . . -b .
Como ya hemos estudiado anteriormente, el punto critico estd dado por x = Py Sustituyendo
tenemos

X=m=100

Como este valor esta dentro el dominio 0 < x < 500, concluimos que este es el valor que permite
obtener el maximo ingreso.
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CATEGORIAS PM3 - SA1 ACT 02 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO:
PROBLEMARIO DE MAXIMOS Y
MINIMOS.
Instrucciones: Con el acompafiamiento de tu
profesor, lee con detenimiento cada
C4. Interaccion y lenguaje problema, plantea la funcién cuadratica que lo
matematico. modela y encuentra el punto de

optimizacidn.

C3. Solucion de problemas vy
modelacion

1. Ejercicio propuesto. El propietario de un edificio de apartamentos con 60 habitaciones puede
alquilarlas todas si fija un precio de $2000 pesos por habitacién. Con un alquiler mas alto,
algunas habitaciones quedarian vacias. En promedio por cada incremento de alquiler de $50
pesos, una habitacidon quedaria vacia, sin posibilidad alguna de alquilarse. ¢Qué alquiler
mensual maximizara el ingreso total?

Solucion.
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Progresion 3

Operaciones con funciones

iLas operaciones con funciones son como un emocionante rompecabezas matemadtico, se
relacionan entre si conformando a su vez nuevas funciones, imagina que eres un arquitecto de
ecuaciones, construyendo y combinando funciones para resolver problemas del mundo real.

Cada funcién es como una pieza Unica, pero todas encajan de manera especial en un problema
determinado. Al sumar, restar, multiplicar o dividir funciones, estds creando herramientas
poderosas para modelar fendmenos naturales, optimizar procesos y tomar decisiones informadas.
Asi que, jadelante! Sumérgete en el mundo de las funciones y descubre como estas piezas
matematicas se unen para formar algo mds grande y fascinante.

Recuerda que las operaciones con funciones no solo son utiles en matematicas, sino también en
campos como la fisica, la economia, la ingenieria y la ciencia de datos. Asi que, ipreparate para
explorar, experimentar y desbloquear soluciones creativas.

¢Qué operaciones se puedo hacer con las funciones?

Como sabemos las funciones estan definidas por expresiones algebraicas como son monomios,
binomios y polinomios, de tal manera que, considerando respectivamente el dominio de las
funciones, las operaciones basicas que podemos realizar con ellas son: sumas, restas, multiplicacion
y division. Es decir, dos funciones pueden ser sumadas, restadas, multiplicadas, o divididas.

Sean f(x) y g(x) dos funciones la notacién de las operaciones son las siguientes:

Suma (f+a)(x)=f(x)+g(x)
Resta (f—a9)(x)=f(x)—g(x)
Multiplicacién (f-g)(x)=f(x)-g(x)
Division (5) (x) = %
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Suma de funciones

La suma de operaciones se calcula sumando los valores correspondientes de las funciones originales
obteniendo una nueva funcion. Se expresa de la siguiente manera:

(f+9)(x)=f(x)+g(x)

El dominio de la suma de dos funciones es la interseccién del dominio de cada una de las funciones.
Dom (f+g)=Dom (f) n Dom (g )
Ejemplo

Dadas las funciones: f(x)= 10x* + 5x — 3 y g(x)= 4x + 15, obtener la suma:

(f+9)(x)=f(x)+g(x)

(f + g) (x) = (10x?* 5x - 3) + (4x+15)
(f + g) (x) = 10x*+9x+12

Resta de funciones

La resta de operaciones se calcula restando los valores correspondientes de las funciones originales
obteniendo una nueva funcion. Se expresa de la siguiente manera:

(f-9)(x)=f(x)-g(x)

Igual que con la funcidon suma, el dominio de la resta de dos funciones es equivalente a la
interseccion del dominio de cada funcién.

Dom (f - g) = Dom (f) n Dom (g)

Ejemplo
Sean f{x)=12x + 6 y g(x)= 7x + 15 dos funciones, calcular la resta:
(f-a)(x)=f(x)-g(x)
(f-9) (x)=(12x +6) - (7x + 15)

(f-g)(x)=12x+6-7x-15
(f-a)(x)=5x-9
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Multiplicacién de funciones

Para calcular el producto o (multiplicacién) de dos funciones, simplemente debemos multiplicar las
expresiones de cada funcion.

(f-9)(x)=f(x) - g(x)

El dominio de la funcidon producto es el conjunto interseccién del dominio de cada funcién
multiplicada.

Dom (f - g) = Dom (f) N Dom (g)
Ejemplo
Obtener la multiplicacién de las funciones f(x) = 2x% — 9 y g(x) = 5x - 4:
(f 9)(x)=f(x)-g(x)
(f+a)(x)=(2x*—9)- (5x-4)
w

(f - g)(x)=10x3-8x?-45x + 36

Division de funciones

El resultado de la operacidon de division de funciones es el cociente de dos funciones. Dicha
operacion se expresa de la siguiente forma:

f _fx)
(5)(X)'g(x)

El dominio de la division de dos funciones es el conjunto interseccion del dominio de cada funcidn,
excepto todos los valores de x que anulen g (x) que actia como divisor, es decir que g(x) # 0 ya que
si no obtendriamos una indeterminacion.

Dom(§)=Dom(f)nDom(g)-{x:g(x)=0}
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Ejemplo

Realizar la divisién de las siguientes funciones f(x) =3x2 + 2x — 8 y g(x) =2x - 3:

_f(x)
(Lyw=L25

3x2+2x-8
X+ 2

(L=

3x-4

X+ 2 |33ZZ+2x—8

2-6x
-4x—8
4x + 8
0

(L)t =3x-4

Consulta los siguientes videos de apoyo:

Para aprender mas: Para aprender mas:
L .. Ll '. .
m| - e wl: ..!li o . a I |I X |'|--||" 0
. e 8 l ll .o . I .IIO ...Ioo ' 'o. lI'II

i 1

opponghee ’ .;.u_- = '
II"' *e . ." ll.'l. .. Ll .' . - I|
|.I..I|' I||' " |||"l s "' "|| .l J ., || ||!|.;'| . ll
e o | bl |
I ek !!.!:!_.:I il O B T
YouTube:
YouTube: OPERACIONES con
Operaciones con Funciones Funciones E Suma, Resta,

Multiplicacion y Division
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CATEGORIAS PM3 - SA1 ACT 03 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

' Instrucciones: Con apoyo de la lectura
“Operaciones con funciones” y los videos para
cada operacidn, completar la tabla comparativa
de operaciones con funciones.

C1 Procedural
C2 Procesos de intuicion y razonamiento.

Tabla comparativa de operaciones con funciones
Operacion Suma Resta Multiplicacion Division
) fX)=6x*+2x+3 | f(x)=2x*+2x+3 | f(X)=2x—-3 | f(x) = 6x* +19x +15
Funciones
gx)=x*-3x+5 | glx)=-6x+9 gx)= —4x+5 | gx)= 2x+3
i (f+9) (x) =f(x) +g (x)
Notacion
Matematica
o
=
o
(@]
o
Q.
3,
o
S
[l
(o)
Resultado
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Funciones reales de variable real

En situaciones que vivimos diariamente nos surge curiosidades como:

¢Cudl es el volumen del postre que comeremos
hoy?

éla distancia que recorremos diariamente para
trasportarnos a la escuela?

Al tirar la basura al bote o el balén a la canasta,
éComo podemos describir el movimiento que
realiza?

¢Cual es el volumen de la naranja o la manzana que Obtenido de t=d/v Tomado de
comeremos hoy? https://calculadoradefisica.online/es/definicion/mru.html en
junio, 2024.

Es posible representar estos casos de manera simplificada, mismos que nos ayudaran a comprender
su comportamiento, esto se realiza a través de un modelo.

Modelos matematicos

De acuerdo con (Bocco M, 2010); un modelo es una representacion grafica, esquematica o analitica
de una realidad, que sirve para organizar y comunicar de forma clara los elementos que la
conforman y sus relaciones.

Este mismo autor menciona que un modelo matematico es la representacién simplificada de la
realidad, mediante el uso de funciones que describen su comportamiento, o de ecuaciones que
representan sus relaciones. Las funciones tienen diversas aplicaciones en situaciones de la vida
cotidiana, en diversas ciencias o areas de conocimiento como fisica, biologia, matematicas,
economia, etc.
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Modelos matematicos en la sociedad

Los ingresos | de una empresa se calculan
por el nimero de unidades vendidas (q)
multiplicadas por el precio al que se
venden (p).

Obtenido de NEGOCIOS UCAB en junio, 2024.

En criminalistica es necesario saber desde
que lugar se efectud el disparo, las balas al
ir tan rapido, tiene una trayectoria recta y
no disminuye mucho la velocidad, por lo
tanto, se usa en distancias cortas para para
calcular la distancia en el que fue disparado
el proyectil.

Obtenido de Colegio criminalista de chile en junio,
2024

Modelos matematicos en nuestro contexto

Analizamos los siguientes casos de ejemplo:

1.- Para las olimpiadas organizadas por el COBATAB, en la que participan distintas escuelas del
Estado, se realizaron distintivos para identificar los distintos colegios participantes. La cantidad de
distintivos vendidos se modela con la funcién C(p) donde p es el precio (en pesos) a los que se
ofrecen los distintivos:

C(p) = 3.613 — p2 — 2p
Mediante este modelo matematico, responde a las siguientes preguntas:

a) ¢Paraqué valores de p se puede definir la funcién C(p)?
b) ¢Cudntos distintivos se vendieron si se cobraron a $507?
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a) Solucidn:

C(p) =Cantidad de distintivos vendidos.
p= precio de cada distintivo.

Ordenamos la funcion C(p) de mayor exponente al menor:
C(p) = —p*—2p+3.613

Emplearemos la formula general para encontrar los valores de p en los que este definida la funcion.
Quedando de la siguiente forma:

—b + Vb2 = 4ac
X S —
2a

a=-1 b= -2 c= 3613

Realizando la sustitucion de estos valores en la formula, tenemos:

_ —(=2)+/(-2)2-4(-1)(3.613) _2+\/4+14452 _ 2+V14456
¥ 5 2(-1) Y -2 T 2

Se obtiene los siguientes resultados:

2 +120.23
pr= ————= —6L115

2-12023 -11823
b2 = - I

= 59.115

Dado que p representa el precio de los distintivos y no puede existir un precio negativo, el valor que
puede tomar p es 8.226 y puede oscilar entre 0 <p <59.115.

b) Solucion:
Cuando p= $50, sustituyendo en la funcién:

¢(50) = 3,613 - (50)% — 2(50) = 3,613 — 2500 — 100 = 1,013.
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2.- Pablo vive en la Villa y sale en bicicleta a las 6: 00 am para llegar a su escuela a las 6:30 h; el cual
estd a 3 km de su casa, y viaja a una velocidad constante de 100 metros por minuto.

a) Determina la funcién lineal d que modele los datos.
b) ¢Pablo llegara a tiempo a su clase?, es decir, antes de las 6:30.

a) Solucion:

Datos que nos proporciona el problema:
3 km equivale a 3,000 m.

Recorre 100m por minuto.

En 30 minutos recorrerd 3, 000 m.

Observemos la siguiente tabla donde se desglosa el recorrido de Pablo.

T d Falta por recorrer
1 min 100m 2,900 m

2 min 200 m 2,800 m

3 min 300 m 2,700 m

20 2,900 m 100m

30 3,000 m Om

Observe como cambia los datos, conforme avanza Pablo disminuye la distancia a recorrer, es decir,
se va acercando a su escuela.

De aqui que la funcién que modela esta situacion en funcion del tiempo queda:
d(t)=-100t + 3,000

b) Solucidn:

Pablo llegara a tiempo a su clase puesto que con esa velocidad alcanzara a recorrer la distancia que
lo separa de la escuela en 30 minutos exactamente, como lo podemos ver en la ultima fila de la
tabla.

Para aprender mas:

[w]. Ak
i-:.'i;g f!’h-’ii'ai.ﬁq
g3

!'!':l _l'a 3 0 I}!‘i';'s!

u! ="_;E: gsﬁgﬁﬁéﬁ.‘i
'::!:? P "!'H’
[&] 5 4 E

LAS FUNCIONES ENLA
VIDA COTIDIANA

Revisa el siguiente video en el que encontraras diversas
aplicaciones de las funciones.
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CATEGORIAS PM3 - SA1 ACT 04 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO
Instrucciones: Encuentra la solucién de los
siguientes problemas aplicado a situaciones
cotidianas, obteniendo la funcidon que modela la
situacion.

C1 Procedural
C2 Procesos de intuicion y razonamiento.

1.- Un modelo matematico para describir la distancia recorrida (d) por un objeto pesado que es
arrojado en caida libre desde cierta altura en cada tiempo (t) esta representado por la funcidn:

d(t) = % gt?

Donde g es la aceleracién constante determinada por la gravedad en la superficie terrestre
(aproximadamente g = 9.8 m/s?), y el objeto carece de velocidad inicial.

Se deja caer una piedra desde lo alto de un edificio con una altura de 39m, ¢Calcula el tiempo que
tarde en tocar el suelo?

2.- Elena suele practicar el deporte de ciclismo y practica todos los dias durante la mafana, inicia su
viaje con una aceleracidn constante de 0.45 m/s?, transcurren 20 segundos y de pronto un nifio se
atraviesa y comienza a desacelerar de forma constante con una desaceleracion de -1.125 m/s? hasta
gue se detiene.

a) Calcula la velocidad que obtiene hasta que comienza a frenar. Recuerde que la
ecuacion de la velocidad estd dada por v = vy + at

b) Calcula el tiempo que toma en frenarse totalmente.
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3.- Un agricultor recoge 20 kilos de maiz cada hora y demora media hora para prepararse antes de
iniciar la jornada. La funcidn lineal que representa la situacién es:

y=20x-10
donde y representa los kilos de maiz recogido y x el tiempo transcurrido en horas.

éCuantos kilos de maiz se recogera en una jornada de 8 horas?
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CATEGORIA PM3-SA1 TO1 area 1: Infografia (extraclase)

Instrucciones: Elabora una infografia donde
dé a conocer la aplicacion de las funciones en
la vida real, su ecuaciébn, su uso e
importancia.

C3: Solucion de
modelacion
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PM3-SA1-LCO2 Tipo de instrumento para evaluar TAREA 01: “Infografia de funciones”

Unidad de aprendizaje (X E1801=101¢0) Mateméticom m
1l

Progresion 3. Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio,
con la finalidad de modelarlos aplicando algunos conocimientos basicos de
funciones reales de variable real y las operaciones basicas entre ellas.

M1: Selecciona un modelo matematico por la pertinencia de sus variables y
relaciones para explicar una situacion, fenédmeno o resolver un problema tanto
tedrico como de su contexto

Categorias

C3 Solucidn de problemas y modelacidn. Subcategorias S1 Uso de modelos.

Nombre de los
integrantes

TAREA 01:

Aprendizajes Trayectoria Contenidos Especifico

. Demostrar el uso de las
funciones reales en problemas:
Problema del movimiento, caida libre,
crecimiento en funcién del tiempo.

Modela y propone soluciones a problemas tanto teéricos como
de su entorno, empleando lenguaje y técnicas matematicas.

CRITERIOS % CUMPLE Puntaje
SI NO
1 Entrega su producto terminado en el tiempo establecido por el 10
" | facilitador.
N La infografia presenta al menos 3 funciones de uso real anotando su 30
" | funcién.
) La infografia presenta al menos 3 funciones de uso real anotando 20
" | aplicacién.
4 La infografia presenta al menos 3 funciones de uso real anotando su 20
" | importancia.
3 La infografia no tiene errores ortograficos y presenta decoracién 10
" | creativa.
a Se relaciona colaborativamente, mostrando disposicién al trabajo 10
" | metddico y organizado.
Calificacion
IAspectos para mejorar:
Firma
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Progresion 4

Caracteristicas de las graficas

Hasta ahora hemos visto que las funciones son herramientas matematicas fundamentales para
analizar relaciones entre variables y cdmo se relacionan en nuestra vida diaria.

En esta sesion aprenderemos sobre sus caracteristicas y como estas nos proporcionan informacion
valiosa sobre la forma de la grafica de la funcién y su comportamiento.

En muchas ocasiones es de interés localizar el valor maximo de una funcién. En una funcidn
cuadratica cuya grdfica abre hacia abajo este maximo se alcanza en el vértice de la parabola.
Alternativamente también se puede estar interesado en el valor minimo de una funcién cuadratica
cuya grafica abre hacia arriba.

Juan estaba platicando con su amiga Cecilia que su papd desea cercar un terreno de forma
rectangular y que dispone de 48 metros de malla para cercarlo de manera que su drea sea maxima.
El tiene la inquietud de saber que longitudes debe tener el espacio para que tenga un drea maxima,
pero que no recuerda como hacerle. Ayudale para saber ¢Cudles son las dimensiones de este
terreno?

Al mismo tiempo Cecilia le dice: Te imaginarias como construir una caja de cartdn que tiene base
cuadraday cada lado de la base mide “x” centimetros. En total las doce aristas miden 160 cm. ¢ Cémo
determinar el volumen de la caja en funcidn de x?

Funciones lineales

Las funciones lineales son una parte fundamental de las matematicas. Una funcidn lineal es aquella
que se grafica como una linea recta en un plano cartesiano.

Concepto de Continuidad:

Una funcidn es continua en un intervalo si sus valores no presentan saltos bruscos o interrupciones.
Y Y

3
2 2

3 -2 - 123
-1
-2
-3

Funcidn continua Funcidn discontinua

Corte o salto de la funcion

X

Obtenido de https://images.app.qoo.ql/KzSrQNdNzRMgNrfJ8 en junio, 2024.
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Funcion creciente y decreciente

Se llama funcidén creciente cuando a medida que se incrementa el valor de la variable independiente
incrementa de igual forma el valor de la funcién, es decir, a medida que aumenta el valor de x
aumenta en el valor dey.

Se llama funcion decreciente cuando a medida que se incrementa el valor de la variable
independiente decrementa el valor de la funcidn, es decir, a medida que aumenta el valor de x
disminuye el valor de y.

\

- fix;)
|
1
X,l X3 ;
Funcion creciente Funcidn decreciente
X3> Xy => f{x3) > f(x;) X3 > Xy => f{x3) < f(x;)

Obtenido de https://images.app.goo.ql/Ldb9Xqvx58ZeVGSQ9 en junio, 2024.

Funciones cuadraticas y cubicas

Una funcién f (x) se llama cuadratica si puede ser escrita de la forma f (x) = ax? + bx + ¢
donde a, by cson nimeros realescona # 0.

El dominio de esta funcion son todos los reales y su representacion grafica es una parabola. Son
innumerable la cantidad de ejemplos practicos donde esta involucrada la funcidn cuadratica, es por
ello por lo que merece especial atencion.

Crecimiento y decrecimiento para la funcién cuadratica

Las funciones cuadraticas presentan un tramo en el que son crecientes y otro en el que son
decrecientes.

Sia >0, la funcién f(x) es creciente en el intervalo (x, ,+ o) , y decreciente en el intervalo
(=0, x,). Donde x,, = componente del vertice

Si a <0, la funcién f(x) es creciente en el intervalo (—,x,) , y decreciente en el intervalo
(xv,—oo)_
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Crecimiento y decrecimiento para la funcion cubica

La funcidén cubica es una funcién polindmica de grado 3. Su expresidon matematica es:
f(x) = ax® + bx?* + cx + d.

a) Sia > 0.Se pueden presentar dos casos:

3
e Si no tiene extremos, es creciente en todo su a>0
dominio. e conts
Maximo |
e Si tiene extremos, la gréfica se divide en tres /\
secciones: la primera (a la izquierda hasta el punto - - - 0 1 2 3
maximo), es creciente; la segunda (parte central, decrec ntei
entre madximo y minimo), es decreciente; y la 2 F
Y ) e V8 ereciente
tercera (a la derecha desde el punto minimo), es
creciente. Minimo
-3
b) Si a < 0. También se pueden presentar dos a<0
Casos: B e o " s
Maximo

e Si no tiene extremos, es decreciente en todo su

dominio. decre

e Si tiene extremos, la gréfica se divide en tres
secciones: la primera (hasta el punto minimo), es
decreciente; la segunda (entre minimo y maximo),
es creciente, y la tercera (desde el punto maximo),
es decreciente.

decreciente

ente
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Conceptos de maximos y minimos

Los maximos y minimos de una funcidén representan los puntos mas altos y bajos de su grafica,
respectivamente. Un maximo relativo ocurre cuando la funcién cambia de direccidén de crecimiento
a decrecimiento. Un minimo relativo ocurre cuando la funcién cambia de direccion de
decrecimiento a crecimiento. Los maximos y minimos absolutos son los puntos mas altos y bajos de
toda la grafica de la funcion.

-

Maximo ‘

Minimo

1 - -

Obtenido de https://images.app.qoo.ql/16DMbyAKa3q4Z4Zu7 en junio, 2024.

Concepto de Concavidades

La concavidad de una funcién se refiere a la forma en que su grafica se curva hacia arriba o hacia
abajo. Una funciéon es cdncava hacia arriba en un intervalo si su grafica se curva como una "U" en
n_n

ese intervalo. Una funcién es cdncava hacia abajo si su grafica se curva como una "n" en ese

intervalo.

y [T, 1 ':!'lr aiff fany = '"I
yilr) <<U T yir) >\

ﬁ,l Concavidacd .-r
\ haria ,./Ill
\ arriba

f

/ Concavidad
/ hacia abajo \
/ \

Obtenido de https.//images.app.qoo.ql/Zj1J817[tV3JuoXQ7 en junio, 2024.

71



https://images.app.goo.gl/16DMbyAKa3q4Z4Zu7
https://images.app.goo.gl/Zj1J817jtV3JuoXQ7

C=:

3) COBATAB
TABASCO EETanAsco  CrILLERES

“Educacién que genera cambio”

Para identificar qué tipo de concavidad tendrd la funcidon cuadratica, basta con observar el
coeficiente del primer término (a), es decir el término que tiene la variable elevada al cuadrado. Si
a > 0 la pardbola es cdncava o con ramas hacia arriba. Si a < 0 la parabola es convexa o con
ramas hacia abajo.

Sia>0, la parabola
abre hacia arriba, es
decir, es Concava

Si a<o, la parabola
abre hacia abajo, es
decir,es convexa

Ejemplos:
1. f(x)=x?2-3x—4 2. f(x) =—x%+6x—7
a=1>0 a=-1<0
Orientacion: Concava Orientacion: Convexa

3|

— e e — — —
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Para identificar qué tipo de concavidad tendrd la funcién cubica f(x) = ax3 + bx*> + cx + d.,
basta con verificar las siguientes condiciones.

a)

b)

Sia > 0, la seccién de la izquierda es concava, intervalo (—oo, x(P;)] y la seccién de la
derecha es convexa, intervalo [x(P;), ). La expresion x(Pi)significa la abscisa del punto
de inflexidn P;. La seccion cdncava puede tener un maximo y la secciéon convexa un minimo.
Un caso que no tiene maximo ni minimo es f(x) = ax® + d pero si tiene punto de
inflexion.

b) Sia < 0, la seccidn de la izquierda es convexa, intervalo (—oo, x(P;)] y la seccion de la
derecha es concava, intervalo [x(P;), ). Al igual que en el caso anterior, la concava puede
tener un maximo y la convexa un minimo.
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SESION 07

Modelado de funciones y analisis de graficas.

Recuerda que una funcién
esta definida como

y=f).

Sz 8 6 4 20 2z 4 6 & 0 2

A lo largo del tiempo, el hombre ha tenido que adaptarse a los cambios que se presentan en su
quehacer diario, pero sobre todo aprender a través del desarrollo del conocimiento.

Por ejemplo, la obtencion de los descuentos, la determinacién de los indices de masa corporal, a
obtener ganancias maximas o minimas en sus negocios, entre otras cotidianeidades, que le
permiten hacer uso de los diferentes tipos de funciones.
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Es con las funciones que podemos representar estas incidencias del dia a dia a través de expresiones
algebraicas como las de la tabla:

GRADO = FUNCION EXPRESION ANALITICA EJEMPLO
0 Constante fx)=a fx)=-1
1 Lineal f(x)=ax+b fx)=x+9
2 Cuadratica f(x) =ax®*+bx+c f(x) =x?>—-3x—-18
3 Cubica flx)=ax®+bx?>+cx+d f)=x3—x?2+x-1

Modelado de funciones
El concepto de funcién y grafica estan firmemente relacionados, pero icémo puedo construir una
grafica si sélo tengo su definicién?
Empecemos considerando que existe un conjunto de valores que la satisfacen llamado Dominio. Y,
qgue nos dara como resultado otro conjunto de valores llamado Rango. En palabras mas simples, los

valores respectivos de la variable x y de la variable y.

Para ello existe una herramienta o estrategia para poder graficar comunmente conocida como la
Tabla de valores. Esta tiene dos entradas como se muestra a continuacion:

Variable dependiente

y=f)

En la primera columna, debes considerar un intervalo de valores que satisfagan la funcién (dominio),
para poder obtener los resultados que seran considerados en la segunda columna (rango).
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Modelado de funciones lineales

Una funcidn lineal es una ecuacién del primer grado de la forma f(x) = mx + b donde m es el
valor de la pendiente (razén de cambio) y b el valor de la interseccién con el eje y.

Obtengamos la tabla de valores y el grafico de la siguiente funcion lineal:

fx)=x—-1:
x f)=x-1 (x,y)
-2 y=-2—-1=-3 (=2,-3)
-1 y=—1-1=-2 (-1,-2)
0 y=0—-1=-1 (0,-1)
1 y=1-1=0 (1,0)
2 y=2-1=1 (2,1)

Ahora, como observaras se forman coordenadas o puntos que se pueden ubicar en el plano
cartesiano como se muestra en la siguiente imagen:

Interseccion
con el eje X

Interseccion
con el eje ¥

De la imagen anterior, podemos hacer ciertas observaciones de acuerdo con las caracteristicas de
la funcién lineal y = mx + b donde m es la pendiente y b, |la ordenada al origen:
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2
&
Caracteristicas.
a
a) Interseccion con el ejey b=-1.
2 b) Interseccidn con el eje X x=1
c) Pendiente positiva porque la grafica va
| tl:"‘l/ | _ ascendiendo de izquierda a derecha.
: aj;,ﬂ” / T’ d) Creciente por tener pendiente positiva.
— e) Continua estd definida para todos los
i c) ndmeros reales.
/ f) Grado 1, por ser funcion lineal.
"
—a
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Modelado de funciones cuadraticas

Analicemos ahora, una funcién cuadratica de la forma f(x) = ax? + bx + c.

Obtengamos la tabla de valores y el grafico de la siguiente funcion cuadratica:

fx)=x*-1
x fx) =x*-1 (x, f(x))
-3 f(=3)=(-3)?-1=9-1=8 (-3,8)
-2 f(=2)=(-2)?-1=4-1=3 (-2,3)
-1 f-D)=(-1)’-1=1-1=0 (-1,0)
0 f(O)=0)32-1=0-1=-1 0,-1)
1 fH=1?-1=1-1=0 (1,0)
2 f2Q)=2)?-1=4-1=3 (2,3)
3 f3)=0B)2-1=9-1=8 (3,8)

Y su gréfico es:

d}

a) Grado 2.

Caracteristicas.

b) Intersecciones con el eje X (—1,0) y (1,0).
c) Interseccidon conelejeY (0,—1).
d) Decrecimiento local (—, 0).

/ el e) Crecimiento local en el intervalo (0, ).
f) Continua.

g) Minimoen (0,—1).
h) Concavidad positiva.
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Un caso similar al ejemplo anterior por ser funcién cuadratica es el siguiente: Si f(x) = —x2? + 1,
entonces la tabla de valores y su gréfica son:
x (xf@) :
-3 (=3,—-8) c) g)
-2 (=2,-3) : -
-1 (=1,0)
0 0,1) d) e)
1 (1,0) Y
2 (Zga 34
3 (3,—-8)

Y dentro de sus caracteristicas, podemos mencionar:

a) Grado 2.

b) Intersecciones con el eje X (—1,0) y (1,0).
c) Interseccion conel eje Y (0,1).

d) Crecimiento local en el intervalo (—oo, 0).
e) Decrecimiento local (0, o).

f) Continua.

g) Maximoen (0,1).

h) Concavidad negativa.

Te invitamos a visualizar el siguiente video de como obtener los

& , . o L Para aprender mas:
maximos y minimos de una funcién cuadrética.

@ HiR®
i

N

YouTube:
& Valores Maximos y
Minimos de una Funcion
Cuadratica
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Modelado de funciones ctbicas Para aprender mas:

Analicemos ahora la funcién polinomial de grado 3 o funcién cubica de la cual
su forma caracteristica es f(x) = ax3 + bx?+ cx + d , donde a,b,cy d, son
numeros realesy a # 0.

Obtengamos la tabla de valores y el grafico de la siguiente funcion cubica:

f(X) =x3-2x%+x 6.8 Funcic’)nc:l]bica
x fx)=x3-2x*+x (%, f(x))
—3 | f(—3)=(-3°—2(-3)2+(-3)=-27—2(9)—3=-27—18-3 = —48 | (=3,—48)
—2 F(=2) = (=2 —2(—2)2+ (-2) = -8 —2(4)—2=-8-8-2=—18 (—=2,-18)
—1 (D) =(—1)? —2(-12+ (- =-1-2(1)—1=-1-2—1=—4 (-1,-4)
0 £(0) = (0)* — 2(0)2+ (0) =0 —2(0) + 0 =0 0,0
1 F) =P -2 +(M)=1-2()+1=1-2+1=0 (1,0)
2 f2)=(2°-227%+(2)=8-2(4)+2=8-8+2=2 2,2)
3 F3)=(B)°—-23)2+(3)=27-2(9)+3=27—-18+3 = 12 (3,12)

Caracteristicas:

1. Grado:3
__________ ) 2. Interseccién con el eje x: (0,0) y (1,0)
3. Interseccién con el eje y: (0,0)
4. Maximo local:(0.333,0.148)
.......... 1 5. Minimo local: (1, 0)
_ _ 6. Concavidad: como a > 0, la seccién izquierda
(0.333,0.148) es concava, en el intervalo (—,0.333) y la
- seccion derecha es convexa, intervalo
1 2 [0.333, )
(10 ] 7. Continuidad: La funcidn es continua en todos

los nimeros reales ya que se trata de un
............ polinomio.
8. Crecimiento y decrecimientos locales:
e En los intervalos (—,0.333), vy
(1, o) la funcién es creciente.
e Enintervalo (0.333,1) la funcién es
decreciente.

9. Dominio: todos los reales, Dy = R

10. Raneo: todos los reales. D- = R
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realiza un analisis de las caracteristicas que

Funcion lineal

fx)=-2x+1

(x, f(2))

Vi.

Interseccidon con el eje Y:

Interseccién con el eje X:

Pendiente:

Creciente o decreciente:

Continuidad:

Grado de la funcion:
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f(x)=x*-2x-8

(x, f(0)

Grado de la funcion:

Interseccién con el eje X:

Interseccion con el eje Y:

Crecimiento local:

Decrecimiento local:

Vi.

Continuidad:

Vil.

viii.

Valor del maximo o
minimo:

Concavidad:
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¢) Funcidn cubica

x fx)=x3-3x*+4

(x, f(x))

W (N = O

Grado:

Interseccién con el eje X:

Interseccion con el eje Y:

Maximo local:

Minimo local:

Concavidad:

Continuidad:

Crecimiento y decrecimiento locales:
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Progresion 5

Limites

Limite y funcidn son palabras que proceden etimolégicamente del latin “Emanan” del sustantivo
“limites” y “funcién”, donde el primero puede traducirse como “frontera o borde” y el otro como
funcién o ejecucidn (realizacidén de una accidn).

Nosotros utilizamos los limites muy frecuentemente, pero no los reconocemos como tales,
simplemente porque no estamos acostumbrados a pensar en términos de ellos. Por ejemplo,
imagina que tienes que llenar un vaso con agua. Abres el grifo del agua y ésta sale a razéon de 30
mililitros por segundo. Sabiendo que la capacidad del vaso es de 300 ml, ¢ Cuanto tiempo requiere
para llenarlo?

Para dar respuesta a la pregunta planteada, podemos tabular y graficar la informacién, para
observar el comportamiento de los datos.

Tiempo (s) Volumen (ml)

0 0 Tiempo de llenado de un vaso con agua
30 12

60 10

90
120
150
180
210
240 ==@==||cnado del vaso con agua
270
300

Tiempo (s)

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
Volumen (ml)

I[N || ]|WIN |-

[ERy
o

Al representar los datos del tiempo de llenado del vaso y volumen del agua en una tabla (tabulado),
podemos ver que cuando t = 10 s, se logra el llenado maximo de agua, puesto que la capacidad
maxima del vaso es 300 ml.

Y con la representacion grafica de los mismos, podemos notar de manera mas clara que, conforme
t se acerca a 10 s, el volumen de agua vertido en el vaso va aumentado, es decir, se aproxima cada
vez mas a 300 ml.
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Un limite nos ayuda a describir cdmo se comporta una funcién cerca de un punto, en lugar de
analizar ese punto exacto. Veamos mas acerca de los limites.

Notacion del limite de una funcién

El limite de una funcién se puede denotar de 2 formas:

1) limf(x) =L
xX—C
Que se lee: “el limite de una funcion f, cuando x tiende a C, es L”
2) f(x) = Lsi x—c,

Que se lee: “la funcién f en x tiende a L, cuando x tiende a C”

Anadlisis grafico de los limites mediante una funcidn a trozos
La mejor forma de empezar a razonar sobre los limites es usar graficas. Aprendamos cdmo se analiza
un limite graficamente y estudiemos casos donde el limite no existe.

Hay una diferencia importante entre el valor al que se aproxima una funcion, que llamamos limite,
y el valor de la funcién en si. Las graficas son una buena herramienta para comprender esta
diferencia.

Para ello, inspeccionemos el limite:

I x—2
xll?; x2—4
_xX— 2
1.7 0.27
1.8 0.263 '
T (1.91, 0.256)

1.9 0.256
1.91 0.2558 0 ' f.' 3

x toma valores que se aproximen por la izquierda
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« () = x—2 2
fo = x2—4

2.1 0.2439

1
2.09 0.2445

] (2.07, 0.246)
2.08 0.2451 _1:,.*__
| &

0 1 ‘

2.07 0.2457 f 7

x toma valores que se aproximen por la derecha

]

\‘ T[T (2, un(jjﬂ_ned)

%

e £ :

x =2 el valor de la funcién no estad definido

Observemos cémo, al acercarnos mas y mas a x = 2 tanto por la izquierda como por la derecha,
parece que nos aproximamos a y = 0.25.

Las funciones seccionadas, segmentadas o definidas por partes o a trozos, son funciones que se
definen de un modo u otro segun el valor que toma la variable x. Veamos un ejemplo:

_(2x+1 six<0
f(x)_{xz six>0

En esta funcidn, si la variable toma un valor menor o igual que 0, la definicidén de la funcién es:

2x + 1, mientras que si toma un valor positivo la definicién de la funcidn es x2.
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TABASCO

x f(x) =x*
0 0

1 1

2 4
3 9

X fx)=2x+1
-3 -5

-2 -3

-1 -1

0 1

El punto sélido y el punto vacio de la grafica indican que el valor que toma f enx =0es f(0) =1

y no f(0) = 0 (porque x = 0 pertenece al primer intervalo de la definicion de f (x).

Limites: concepto intuitivo

Sea una funcién del tipo:

x2 -1

x+1

2 ) . 0
Como se puede observar, esta funcidn no esta definida para el valor x = -1, pues adquiere la forma o

la cual representa una indeterminacion. Sin embargo, se puede hacer un andlisis acerca de lo qué

le ocurre a f(x)cuando x se aproxima a -1. Para ello, se realiza una tabla con valores para

X" en

f(x) que se aproximen a -1, tanto por valores menores como por valores mayores y se realiza la
grafica correspondiente.

) x2-1
X x) =
/ x+1
0 -1
-0.5 -1.5
-0.9 -1.9
-0.99 -1.99
-0.999 -1.999
x2-1
X—cC - =2
x+1
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x @ x*-1
xX) =
U x+1
-2 -3
-1.5 -2.5
-1.1 2.1
-1.01 -2.01
-1.001 -2.001
x?-1
X —>cC =3 =)
x+1

De esta manera, aplicando el concepto de limite, tenemos:

2
x“—1 x+1)(x—1
lim =1im—( X )=lim(x—1)=—1—1=—2
--1x+1 xo-1 x+1 x—-1

Limites laterales
Son una herramienta desarrollada para dar lugar a las precisiones.
Definicion de limites laterales;
Decimos que:
a) L4 esellimite de f por la izquierda cuando x tiende a c, y lo representamos por:
lim f(x) = L,
X—C

Si conforme se toman argumentos cercanos a C, con x < ¢ (a su izquierda), se observa que también
f(x) se aproxima a Lq.

v
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Estos limites se presentan en las funciones:

f(xX)=v1—x

Donde x debe tomar valores menores a la unidad. El condominio de la funcion es (oo, 0).

Al evaluar el limite de f(x) = ++/1 — x, conforme x tiende a 1 por la izquierda, se obtiene:

limvli—x=0

x->1"

b) L, esun limite de f por la derecha cuando x tiende a C, y lo representamos por:

lim f(x) = L,
x—ct

Si conforme x se aproxima a c con x > ¢ (a su derecha), se observa que también f(x) se aproxima

alL,
c+
<—
|
C
Este tipo de limites suele presentarse en funciones de tipo:
fx)=+Vx—-1

Donde x necesariamente debe tomar valores mayores que la unidad, para que la funcién tome

valores reales. El condominio de la funcion es (1, 0).
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J}-o

Al evaluar el limite de la funcion f(x) = +Vx — 1, conforme x tiende a 1 por la derecha, se tiene:

limvx—1=0

x-1t

Limites bilaterales

Asimismo, también hay casos en los que x se puede aproximar a ¢ por valores mayores o menores;
es decir, tanto por la derecha como por la izquierda.

Algunos ejemplos de estos limites se representan en funciones del tipo:

fx) =x?

\ ’4

p(1,0)>(]

Para una mayor comprension del concepto de limite, desarrollemos el calculo y graficado, del limite
de una funcidén a través de la tabulacidén en un intervalo de aproximacion.

Ejemplo: Grafica la siguiente funcidn a trozos, y de acuerdo con ella determina los limites laterales
dados.

f=4 2
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a )xl—l)rfm f (X)
b) lim f(x)
) lim, f(x)
d) lim f(x)

Si x < 3, x toma valores menores o igual a 3, entonces

2
x“ -5
X) =
fx) =—
X -3 -2 -1 0 1
y = f(x) 2 -0.5 2 -2.5 2
Six =-3
x2-5 (-3)%2-5 4
f(x _ 3) = = — ~ = E — 2
Six =-2
2_ —_2)2_ —
fa=-2)="2"= 2= == 05
Six =-1
21 —1)2— —
f(x=_1)=x25 = ¢ 1)2 > =74=_2
Six=20
2_ 2_ -
fa=0)=2= @2 35
Six=1
i _ xoh grl-1)2-5 54
fEF)="FFr——=F=-2
Si x > 3, x toma valores mayores a 3 entonces
f)=7-x*
x 3 4 5
y=fkx) -2 -9 -18
fxz@n-7 - xt=7- (3)2 =7-9=-2 La forma de representar 105

fx=4)=7—x*=7-(4)?>=7-16=-9
Six=05
fx=5)=7—-x2=7—-(5)?=7-25=-18

manera grafica €S -
oner un punto hueco, S

) e al valor;
incluy si el valor

elleno,
o ! | intervalo

un pu
© doene€

esta inclui
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La grafica de la funcidn a trozos es la siguiente:

(-3,2)

4 \ 6 8 10 12
El punto no pertenece

1 -2) alagrafica
@2 477°°

-10 -8 P in

(4,-9)

Ahora procedamos a calcular:

a) lim f(x) = —o

X—+00
Cada que x toma valores positivos mas grandes (tiende a +0), asi, la funcion que le corresponde

es:
f(x) =7 — x?

Porque los valores mayores que 3 pertenecen al intervalo x > 3.
f(x) =7~ (+0)?
=7 —o

= —O0
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Ahora analicemos el limite en la gréfica:

-10

loqueel lim f(x)es —oo.
X—+00

a) lim f(x) = +oo

1z

", -2)
(3.-2)

T six=3,y=-2

<

-4
f(x) tiendea —ea
s
-
(4,-9)
TASix=4 y=-9
-10

Cada que x toma valores negativos mas grandes (tiende a —), la funcidn que corresponde es:

x2 -5
2

fx) =

Porque los valores menores o igual a 3 pertenecen al intervalo x < 3.
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Analizando la grafica:

f(x) tiende a + ¥ Six=1,y=-2
(-3,2) /

o
\_

B
Six=-3, y=2 . \

Porlo que el lim f(x)es +oo.
X——co

a) lim f(x) = -2

Cuando x toma valores que se acercan a 3 por la derecha (tiende a 3%), la funcién que le
corresponde es:

f(x)=7—x*
Si x toma valores mayores que 3, pertenece al intervalo x > 3, por lo que:
fl)=7-@3)*
=7-9
=-2
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Analizando la grafica:

(1, -2)
2 /G
\

‘uando x tiende a 3 desde la derecha

I
—‘___L—i
o

&

¢
El limite de f(x) se aproxima a —2
-—-'_-'_-_'—-

Porlo que el lim f(x) es — 2.
x-3%

Calculemos:
e)

Jim /0 =2

Cuando x toma valores que se acercan a 3 por la izquierda (tiende a 37), la funcién que le

corresponde es:

0 x*-5
xX) =
f 2
Porque si x toma valores menores o iguales que 3, pertenece al intervalo x < 3.
(3)2-5
f) =—5—
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F) = 9-5 5 4 )

X) = _=
~2
Veamos que pasa en la grafica:
Cuando x tiende a -3 desde|la izauierda \ (-3, 2)
10 s 6 4 pV3 0 o 4 5 8 10 12 14

(n.-2)
(3,-2)

El limite de f(x) se aproxima a 2
!
-—'—"_-_.—

Porlo que el lim f(x) es 2.
x-3%

Para aprender mas:

QREY-%{D)]
f 11

:5:'-:.: ' -
@ERAER

YouTube:
LIMITES A PARTIRDE LA
GRAFICA DE UNA FUNCION
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CATEGORIAS

PM3 - SA1 ACT 07 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

' Instrucciones: En binas y contando con el apoyo
de tu profesor, resuelve los ejercicios propuestos
de limites en graficas a trozo, por medio de
tabulacién y grafica.

C1 Procedural
C2 Procesos de intuicion y razonamiento.

Ejercicio 1.

De la funcion:

6x — x Six<?2
f(x) =12x%? —x -3 six>?2
6 Ssix=2
Determine:
a) lim f(x)
xX—2"
b) - lim, f(x)
Ejercicio 2 De la funcion:
1
Ex + 4 Six <4
fay=4 2
—gxz + 10 six =>4

Determine linl f(x)
X

x f(x)=%x+4

3.9

3.5
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1
x fx) =—§x2+10

Ejercicio 3 De la funcion:
six <2
X Six>2

BRI

Determine linzl f(x)
X—

x f(x) =x?

x f(x) =8—-2x
2.1

2.7
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Progresion 6

Continuidad de una funcion

Una idea intuitiva de funcidn continua es considerar que su grafica es continua, en el sentido que
se puede dibujar sin levantar el l1apiz de la hoja de papel.

Ejemplos de funciones continuas

4x
x2+1

fx) =

f(x) =senx

Las funciones anteriores son continuas porque se puede dibujar en un solo trazo sin levantar el
lapiz del papel.

Por otro lado, Decimos que la funcidn es discontinua en un cierto punto si éste rompe la continuidad
de la funcién. Estos puntos los podemos reconocer en la grafica de la funcion como cambios
drasticos de valor, saltos, o como valores sin definir, huecos.

Las discontinuidades en las funciones racionales de la forma f(x) = % con P(x)y Q(x)

lineales o cuadréticas, se encuentran en los ceros de Q(x). Esto es, los valores de x que
satisfacen Q(x) = 0. Son puntos donde f es discontinua. Esto se debe a que la division
entre cero no esta definida. Recordemos que el nimero de discontinuidades serd el nUmero de

soluciones de Q(x) = 0.
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Ejemplo de funcién discontinua

2—x
fe)="=

P(x)=2—x

Q@) =x-1

- I Encontremos para valores no estd definida la
T ERE] funcién Q(x) =0

x—1=0
x=1

Parax =1 lafuncidon no esta definida

La funcién anterior es discontinua ya que no se puede dibujar sin levantar el |apiz de la hoja de
papel.

Continuidad de una funcién en un punto

Se dice que una funcién f(x) es continua en un punto x = a si y sélo si se cumplen con tres
condiciones.

1. Lafuncidn esta definida en x = a ; es decir, existe f(a)

2. Existe el limite de la funcién lim f(x)
X—a

3. Losdosvalores anteriores existen  lim f(x) = f(a)
X—a

Por tanto, una funcién puede dejar de ser continua en un punto por no cumplir alguna de estas tres
condiciones. En este caso (si no se cumple alguna de las condiciones) diremos que la funcion es
discontinua en dicho punto. En caso de que no se cumpla la segunda condicion, la funcién no estaria
definida en el punto x = a y no podriamos hablar ni de continuidad ni discontinuidad en dicho
punto.
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Determinasila f(x) = x%2 — 1, definidaen —2 < x < 3 es continuaen x = 2

Primero verificamos que se cumpla la condicién 1 evaluando
x = 2 en la funcién.
1-f(2) =22 -1 =3, estadefinida.

Comprobamos que el limite exista.
2.-lirr%f(x): lirr%(xz—l) =22-1=4-1=3
xX— X—

Ahora comparamos que la condicién 1y la condicién 2
existan y sean iguales

3.- jlci_rgf(x) = }Ci_rg(xz -1)=f2)=3

Al cumplir las tres condiciones de continuidad, se concluye
que la funcidn es continuaen x = 2

Determina si la funcion f(x) es continuaen x = —2

Comprobamos que se cumpla la condicién 1 evaluando x = —2 en
la funcion.
1.- f(—2) = —3 esta definida.

Verificamos que el limite exista.

2,.4 _
2- lim 22 _ iy 8420 gy (x—1)
x—>—2 X+2 x—>—2 (x+2) x—=2
=(-2-1)=-3

Ahora comparamos que la condicién 1y la condicidn 2 existan y sean
iguales

3- lim f(x) = £(-2) = =3

Como se cumple las tres condiciones de continuidad, se concluye
que la funcién es continuaen x = -2
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Determina si la funcion f(x) es continuaenx = 3

3x+5 si x<—1
fxX)=4 -2 six=-1
34+x six>-1
Comprobamos que se cumpla la condicion 1 evaluando x = —1lenla
funcién.
) 1.- f(=1) = -2 esta definida.
3 N Verificamos que el limite exista.
*x tendremos que calcular los limites laterales de la funcion en el punto.
Por tanto:
2
2- lim f(x) = lim 3x+5)=3(-1)+5=2
x->—=1" x->—=1"
1
3x+5 Lim f(x) = lim (3+x)=3+4+(-1)=2
x-—1t x—>—1t
En consecuencia, existe limlf(x) = 2 pues sus limites laterales son
x—>—
3 -2 i 0 1 iguales
T, Ahora comparamos que la condicién 1y la condicidn 2 existan y sean
iguales
S 3- lim f(x) # f(=1)
Por lo tanto, la funcidn es discontinuaenel x = —1

De manera general podemos mencionar que una funcién polinédmica es una funcién continua en
todos los nimeros reales, sin embargo, una funcidn racional es continua en los reales que no anulen
su denominador, cuando una funcidn no es continua en un punto dado se dice que es una funcién

discontinua.

De acuerdo con las tres condiciones de continuidad, determina si las siguientes funciones son
continuas o discontinua en el valor de x dado.
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Los significados de la continuidad, las raices y los limites
dentro de una funcion real

Funciones continuas

Para algunas familias de funciones es posible conocer su continuidad basandose en los siguientes

criterios generales:

e Las funciones polinédmicas son continuas en todo el conjunto de los numeros reales.

e Las funciones racionales obtenidas como cociente de dos polinomios son continuas en todos
los puntos del conjunto R, salvo en aquellos en los que se anula el denominador.

e Las funciones potenciales, exponenciales y logaritmicas son continuas en todo su dominio de
definicidn.

e Las funciones trigonométricas seno y coseno son continuas en todo el conjunto de los nimeros
reales (en cambio, la funcidn tangente es discontinua en los valores multiplos impares de p/2).

Propiedades de las funciones continuas

Dadas dos funciones f(x) y g(x) continuas en un punto o en un intervalo, se cumple entonces que:

e Lasumay laresta de ambas es una funcién continua en ese punto o intervalo.

e El producto de las dos funciones es una funcién continua en ese punto o intervalo.

e El cociente entre ambas funciones es una funcién continua en ese punto o intervalo salvo en
aquellos en los que el denominador se anula.

e Sif(x) es continua en ay g(x) es continua en g(a), entonces la composicién de funciones
(g°f)(x) es también continua en a.

Raices

Cuando se habla de raices en matematicas, se refiere a todo elemento de una funcién f(x) tal que:

fx)=0

La raiz también puede referirse a un nimero de la forma:
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Que no es otra cosa que la raiz de un polinomio de la forma: x™ — a . Un ejemplo de ello seria la
raiz cuadrada, la raiz cubica, etc.

Es necesario destacar que, dichas soluciones, se deben encontrar dentro de un rango posible, que
llamamos Dominio de la funcién. Dicho domino, puede comprender tanto los nimeros reales como
los irracionales.

Ademas, es importante tener en cuenta que las raices de una funcién no siempre son nimeros
reales. En algunos casos, las raices pueden ser nimeros complejos. Los nUmeros complejos son
numeros que incluyen la unidad imaginaria ‘i’, que es la raiz cuadrada de -1. Por ejemplo, la funcion
f(x) = x? + 1 tiene dos raices complejas, i y -i. Estas raices no pueden representarse en la linea de
numeros reales, pero son fundamentales en muchos campos de las matematicas y la fisica.

Veamos un ejemplo grafico:

Llamemos a esta curva: y = f(x)

En ella vemos, que para cada valor de x (eje de abscisas, el horizontal) le corresponde un valor de y
(eje de ordenadas, el vertical). La curva toma pues, diferentes valores con cada nueva variable que
afiadimos. Pero observamos que, hay casos, en los que la funcién corta al eje x. Eses «cortes» son
debido a que alli la funcidn vale cero, o siendo mas concretos, que el valor de «y» es cero.

Ademas de las raices, existen otros elementos importantes en el estudio de las funciones, como los
puntos de inflexion y las asintotas. Un punto de inflexion es un punto en el que la curva cambia su
concavidad, es decir, pasa de ser concava a convexa o viceversa. Por otro lado, una asintota es una
linea recta a la que la curva se acerca cada vez mas, pero nunca llega a tocar.

Para entenderlo mejor, mirémoslo del revés, pensemos que tenemos un valor de «y», -1, y para este
caso equis vale cero. Como observais, la funcién no desaparece, simplemente, sigue en linea recta
por ese punto solamente.
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Tenemos que pensar en las raices como los puntos de referencia de las funciones, ya que, puede ser
dificil conocer todos los puntos, pero sin los puntos de corte con los ejes, o raices de la funcién, es
imposible representarlas.

Ejemplo contextualizado:

Imagina que eres un ingeniero encargado de disefiar un puente peatonal. Para  para aprender mas:
garantizar su seguridad y eficiencia estructural, decides modelar la curva de
carga maxima que el puente puede soportar en funcién de la posicién a lo largo
de su longitud.

1.- Funcidn de carga: Definimos una funcién w(x) que describe la carga maxima
soportada por el puente en funcidn de la posicidn x a lo largo del puente. Esta

Y. , P YouTube:
funcién podria ser w(x) = 1000 — 10x , donde 1000 es la carga maxima en el Limites y continuidad de una

funcién

extremo inicial y 10 representa la reduccidn de carga por cada metro a lo largo
del puente.

2.-Continuidad: Para garantizar la seguridad de los peatones, necesitas que la funcion w(x) sea
continua a lo largo de toda la longitud del puente. Esto significa que no puede haber cambios
bruscos en la carga maxima soportada de un punto a otro. La continuidad asegura que el puente
resista de manera uniforme cualquier carga distribuida a lo largo de su longitud, evitando puntos
débiles que puedan comprometer la seguridad.

3.- Raices: En el contexto del disefio del puente, las raices de la funcién w(x) representarian los
puntos donde la carga méaxima es cero. Por ejemplo, si resolvemos 1000 — 10x = 0 obtenemos
x = 100. Esto indica que, a 100 metros del extremo inicial del puente, la carga maxima soportada
seria cero, lo cual es crucial para identificar los limites de carga del puente y evitar puntos de posible
ruptura.

4.- Limites: Los limites de la funcion w(x) son importantes para determinar la capacidad méxima de
carga del puente en situaciones extremas. Por ejemplo, al evaluar

lim w(x)

X——00
Para aprendermds:  podrias determinar la carga maxima que puede soportar el extremo final del
puente antes de que se produzca una falla estructural. Este limite es esencial para
el disefio seguro del puente, asegurando que cumpla con los estandares de
resistencia y seguridad establecidos.

En este ejemplo, la funcidon w(x) no solo modela la carga maxima que puede
YouTube: soportar un puente peatonal, sino que también ilustra cdmo los conceptos

Gerecha imieapora. Matematicos de continuidad, raices y limites son fundamentales para garantizar
izquierda su disefio seguro y eficiente en el entorno real de la ingenieria civil.
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Instrucciones: En binas y bajo el
acompafiamiento del docente, realicen un
ordenador grafico donde identifiquen el
significado de continuidad, raices y limites de una
funcion real.

C1 Procedural
C2 Procesos de intuicion y razonamiento.
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SESION 11

Progresion 7

La derivada como razon de cambio

Tener las facilidades y herramientas para acceder
a todo tipo de informacion mediante dispositivos
y herramientas tecnoldgicas es lo mas comun vy
facil en estos tiempos, pero, aparte de lo que ya §\'\
conocemos ¢Qué otras cosas podemos lograr con o~
esto?

N

La implementacion de las matemadticas en
situaciones de la vida diaria no siempre es visible
para nosotros al realizar ciertas tareas, pero si
logramos implementar el razonamiento en su
utilizacidn y solucionar problemas desde los mas
simple a lo mas complejo te convertiria en el
préoximo Isaac Newton.

Existen innumerables softwares que nos pueden
ayudar a modelar ciertos problemas o situaciones
qgue nos aquejan en el dia a dia y nos da una
perspectiva y posible solucién de las cosas, utilizando calculos, interpretaciones y andlisis de los
resultados como lo es Geogebra.

Imagen obtenida de Freepik en junio, 2024.

Imagina que eres un gerente de alguna fabrica y tienes que generar ciertos productos, para ellos
debes saber la tasa de cambio de costos con respecto a la cantidad que produces o quiza seas un
gran fisico como Einstein y deseas conocer la velocidad instantanea en la que alguna particula se
desplaza por una linea recta.

Ahora, con los multiples usos y alcances de la tecnologia, éCrees que se podrian realizar estos
analisis con el uso del calculo y un software?

¢Te gustaria ser ese agente de cambio para mejorar el futuro de los jovenes bachilleres?
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Razén de cambio

Para comenzar el estudio de la razén de cambio de una funcidn, analicemos la siguiente situacion:
Consideremos la trayectoria de un movil que estd representada mediante la funcion y = f(x) =
x? — 4. Si queremos analizar los que sucede en el intervalo [3,4], podemos identificar dos cambios,
por un lado, el cambio en la variable independiente x y por otro lado el cambio en la variable
dependiente y = f(x).

En este caso particular, los valores que toma la variable x, en el intervalo [3,4], son el valor inicial
x; = 3y elvalor final x; = 4,y el incremento entre estos dos valores es:

Ax=xf—x;=4—-3=1

Para el caso de la variable y, su valor inicial y; = f(x;) y su valor final y; = f(x;) son:

x flx)=x%—4
Valor inicial x; =3 i =flx)=fB3)=B3)>-4=9-4=5
Valor final xp =4 ye=f(x)=f(A)=@A)?*-4=16—-4=12

Y muestran que el incremento (o cambio) de la variable y tiene como valor:

Ay =y, —y1=f(x) —f(xq) =12-5=7.
De aqui podemos observar que, la razén entre estos dos cambios da como resulto:

Ay yr—=wi fQxp) —f(x) 12-5 7
o = = =—=7
Ax  xp—x; Xf — X; 4-3 1

, . - . A
Por lo tanto, la razén de cambio de la funcién f(x) = x? — 4 en el intervalo [3,4] es ﬁ = 7.Aesta
razén de cambio se le conoce como razén de cambio promedio.

¢éSeria el mismo valor de la razén de cambio si hacemos que la diferencia entre los valores de x sea
cada vez mas pequefia, es decir, se mantendria el mismo valor de la razén de cambio si tomando
valores de x mas cercanos? ¢ Cual seria su valor?

Para responder a las cuestiones anteriores hagamos las siguiente:

Aproximemos el valor final x¢ al valor inicial x; = 3, lo cual reduce a Ax cada vez mas pequefio,
calcularemos los valores de Ay respectivamente, y con esto veremos qué sucede con la razén de

. A
cambio =2,
Ax

111



€=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES
TABASCO DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

Tomemos los valores x; = 3y x; = 3.8 y repitamos el proceso anterior. En la tabla siguiente esta
resumido el proceso:

Variable Valor inicial Valor final Incremento
x x; =3 xr = 3.8 Ax=38-3=0.8
y=f) yi=/Q3) yr =f(3.8) Ay =f(3.8)—f(3)
=3)2-4 = (3.8)2 -4 =10.44 -5
=9-4=5 = 1444 — 4 =1044 = 5.44

Como se puede observar la razén de cambio se modifica al siguiente valor:

Ay_5.44_68
Ax 0.8

Consideremos una aproximacion mas cercana. Tomemos los valores x; = 3y x; = 3.4, esto es:

Variable Valor inicial Valor final Incremento
x x; =3 Xr =34 Ax=38-3=0.8
y=f) yi=fQ3) yr =f(34) Ay =f(34)—-f(3)
=(3)* -4 = (34)2 -4 =756-5
=9-4=5 =11.56 — 4 =7.56 = 2.56

Nuevamente su razon de cambio se modifica al valor:

Ay_2.56_64
Ax 04

Consideremos otra aproximacion mucho mas cercana. Tomemos los valores x; = 3 y x; = 3.01,
esto da como resultado:

Variable Valor inicial Valor final Incremento
X x; =3 xr = 3.01 Ax =3.01-3=0.01
y=f) yi=f(3) yr = f(3.01) Ay = f(3.01) = f(3)
=(3)*-4 = (3.01)2 -4 = 5.0601 — 5
=9—-4=5 =9.0601 —4 = 5.0601 = 0.0601

Para esta aproximacion el valor de la razén de cambio es:

Ay
— =6.01
v 6.0
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Para concluir, haremos una ultima aproximaciéon muy, pero muy cercana. Tomemos los valores x; =

3yxy =3.0001
Variable Valor inicial Valor final Incremento
X x; =3 xr = 3.0001 Ax = 3.0001 -3
=0.01
y=rf@ vi=f(3) ¥ = f(3.0001) Ay = £(3.0001) —
=(3)?* -4 = (3.0001)% — 4 f(3)
=9—-4=5 =9.00060001 — 4 = 5.00060001 — 5
= 5.00060001 = 0.00060001
La razdén de cambio para esos valores
Ay
— =6.0001
Ax

Se puede observar que al acercar Xra x; =3, es decir, el incremento Ax = Xf— X; Se va
aproximando cada vez mas a cero, los valores de yy y y; muestran que el valor del incremento Ay =

A o . LA
f(xf) — f(x;) que también se va modificando hasta obtener que la razén de cambio é que se va
aproximando al valor de 6.

Estas iteraciones muestran que al decrecer Ax también lo hace Ay, mientras que la razén de cambio
toma valores sucesivos desde 7 hasta el 6.001

”, A , . ,
La sucesién de valores de i tendra como limite 6, toda vez que Ax se ha hecho cada vez mas
pequefio tanto como 0, por lo tanto,

Ay 6
a0 Ax

“En el limite cuando Ax tiende a 0, el valor de la razén de cambio es igual a 6 en el punto x = 3”

Esta es la razén de cambio que se denomina razén de cambio instantdnea que para nuestro ejemplo,
la razén de cambio instantanea de la funcién f(x) = x? — 4 en el valor x = 3 es 6.

A continuacidn, damos paso al formalismo de los conceptos de razén de cambio.
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Razén de cambio de una funcidn

El incremento de una variable que pasa de un valor numérico a otro, es la diferencia que se obtiene
restando el valor inicial al valor final. Este incremento se representa por la letra A “Delta”.

Si y = f(x) es una funcién continua de x, y la variable x cambia de un valor inicial x; hasta el valor
final x,, entonces su incremento estard representado por Ax (se lee Delta x) que es igual a:

Ax = x5 — x4

El incremento correspondiente de la funcion y = f(x), que cambia de y; hasta y,, se denota por
Ay (se lee Delta y) que es igual

Ay =y, =y

O también se puede denotar como Ay = f(xy) — f(xq)

x y=f)
X1 y1 = f(xy)
X2 y2 = f(x2)
Ax = x; — x4 Ay =y, —y1 = f(xz) — f(xq)

Al cociente del incremento Ay entre el incremento Ax, se le denomina Razén de cambio promedio

A : ; . . . .
A—i’ y expresara la rapidez (velocidad) con la que cambia la variable x en un intervalo [x;, x;]

by _y2=>n
Ax x5 —xq

Como Ay = f(x3) — f(x1), la razdn de cambio puede escribirse

By _fGr) —f@) _ fGr) —f@)

Ax Xy — X1 Ax
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Graficamente se puede representar la razén de cambio de la siguiente forma:

La pendiente de la recta secante que une dos puntos cualesquiera P y Q sobre la curva de la funcidn
es la razén de cambio promedio en el intervalo [xq, x5].

Si x; es el valor inicial, entonces x, sera igual a este valor x; mas un incremento Ax, es decir, x, =
x; + Ax entonces tenemos que

Ay f) = f(x)
Ax Ax

Se puede escribir como

Ay _ flxq +Ax) — f(x1)
Ax Ax

Esta expresion es la Razén de cambio promedio de la funcién en el intervalo [x4, x;].

Ejemplo. Un ciclista en 10 minutos de recorrido alcanza una velocidad de 220 m/min, a los 30 min
de recorrido lleva una velocidad de 500 m/min. éCudl es la razén de cambio de la velocidad del
ciclista? ¢ COmo se denomina a este cambio de velocidad?

Solucion.

Considerando el tiempo t; = 10 minutos que utiliza el corredor para alcanzar una velocidad de v; =
fty) = 220% y el tiempo t, = 30 minutos para llegar a una velocidad de v, = f(t,)

500 —

min
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Entonces la razén de cambio promedio de la velocidad es

m m m
A_yzvz—v1:f(t2) _f(tl) :500min_220min:280min — 14 m
Ax  t,—t; t, —t; 30 min — 10 min 20 min min?

A la variacion de la velocidad respecto al tiempo se denomina aceleracion.

Por otro lado. Si el Intervalo de [x; , x,] se hace infinitamente pequefio, tanto como la diferencia
entre x4 y x, se aproxime a cero, es decir, Ax = x, — x tiende a cero, la razén de cambio se estara
determinando exclusivamente para el punto x4, por lo que se denominara razén de cambio
instantdnea en el punto x;.

, A p s . A . .
La razén de cambio instantanea es el limite del cociente A—i cuando el incremento de la variable
independiente tiende a cero (Ax - 0).
Ay . g+ Ax) — f(xq)

lim — = lim
Ax—»0Ax  Ax—0 Ax

Estd expresion se define como la Razén de cambio instantdnea de la funcion en y = f(x) en el
punto x.

Definicion de la derivada como razéon de cambio

En general, a la razén de cambio instantanea de la funciéon y = f(x) para cualquier punto x,
expresado de forma matematica como:

I [+ Ax) = f(x)
m
Ax—0 Ax

Se denomina Derivada de la funcion f(x), es decir, La derivada de una funcién es el limite de la
razon del incremento de la funcidén al incremento de la variable independiente cuando éste tiende
a cero, y se denota con el simbolo:

df) _ SOt A~ f()

dx Ax—0 Ax

Cabe destacar que este tipo de notacidn es conocida como Notacion de Leibniz, y también puede
encontrarse con los simbolos:

dy df d

PRI AC))
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Existen otros tipos de notaciones que se emplean para diferentes contextos. Como por ejemplo en
la fisica, la derivada la escribimos con la Notacion de Newton:

=2 ®)
X =—x
dt
Y en muchos casos, por simplicidad, utilizamos la Notacién de Lagrange:

d
f100 = —f@)

La derivada es una herramienta fundamental en el calculo, usada para medir como cambia una
funcidn en un punto especifico. La regla de los cuatro pasos es un método sistemdtico para
encontrar la derivada de una funcién utilizando su definicidn. A continuacidn, se detallan los cuatro
pasos.

Regla de los Cuatro Pasos

Hallar el valor de la funcién f(x) en x = x + Ax, esto es, calcular f (x + Ax).
Encontrar el incremento de la funcién f, es decir, calcular Ay = f (x + Ax) — f(x)

: . . A
Calcular la razén de cambio entre las variables, esto es, calcular ﬁ

s w e

Determinar el valor de la razén de cambio cuando Ax tiende a cero, es decir, calcular
Ay
Ax—0 Ax

Resolvemos los siguientes problemas de célculo de derivada mediante la regla de los cuatro pasos..
Problema

1. (Funcién constante): En un estacionamiento, el precio por vehiculo es de 4 dolares,
independientemente del tiempo que se deje en el estacionamiento; sin exceder las 24 horas. Calcule
la tasa de cambio del costo del estacionamiento por unidad de hora. Considere que la funcién costo
de estacionamiento es f(x) = 4, y la tasa de cambio del costo del estacionamiento por unidad de

d
hora es —f.
dx

Solucion.

Recordemos que f(x) = 4 es una funcién constante o de grado cero, es decir, para cualquier valor
de x en el dominio la funcidn siempre tendra el valor de 4. Para calcular la derivada de f(x) = 4
debemos desarrollar la expresion

af _ I flx+Ax) — f(x)
dx  Arso Ax
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Primer paso: Calculamos f(x + Ax)
Como f(x) = 4 es una funcion constante, entonces, el valor de es f(x + Ax) = 4
Segundo Paso (Restar): Calculamos Ay = f(x + Ax) — f(x)
El valor de f(x + Ax) = 4y de f(x) = 4, entonces,
Ay = f(x + Ax) — f(x)
Ay=4-4=0
Porlo que, Ay =0

Tercer Paso. Dividir la expresion Ay = f(x + Ax) — f(x) entre Ax

Ay flx+a0) - f(x)
Ax Ax

ComoAy =f(x+Ax)— f(x) =0

&_f(x+Ax)—f(x)_ 0

= =—=0
Ax Ax Ax
A
Por lo que, — Y=o
Ax
Cuarto paso: Calculamos el limite 4 — fim 2 = |im fehl)—f(x)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax

af . fx+A0) - f()
lim = lim0=0
dx Ax—0 Ax Ax—0

Por lo tanto, la tasa de cambio del costo del estacionamiento por unidad de hora de la funcién
constante f(x) = 4 es 0, es decir, f'(x) =0

2. (Funcidn lineal): El costo total C en ddlares para producir x unidades de un producto es C(x) =
10x + 50, donde 50 es un costo fijo. Encuentra el costo marginal de producir una unidad adicional
usando el método de los cuatro pasos. Nota: El costo marginal es la primera derivada de la funcion
de costo C con respecto a la cantidad de producida x.

Solucion.

Como el costo marginal es la derivada de la funcién costo C(x) = 10x + 50, entonces debemos
calcular
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dc o Clx+Ax)—C(x)
— = lim
dx Ax—0 Ax

Primer paso: Calculamos C(x + Ax)
Como C(x) = 10x + 50, entonces, el valor de es

C(x+ Ax) = 10(x + Ax) + 50

C(x + Ax) = 10x + 10Ax + 50
Segundo Paso (Restar): Calculamos AC = C(x + Ax) — C(x)
El valor de C(x) = 10x + 10Ax + 50 y de C(x) = 10x + 50, entonces,

AC = C(x + Ax) — C(x)
AC = (10x + 10Ax + 50) — (10x + 50) = 10Ax

Por lo que, Ay = 10Ax

Tercer Paso. Dividir la expresion AC = C(x + Ax) — C(x) entre Ax

AC Clx + Ax) — C(x)
Ax Ax

ComoAC =C(x+Ax)—C(x) =0

AC C(x+Ax)—C(x) 10Ax 10

Ax Ax Ax
AC
Por lo que, A= 10
Cuarto paso: Calculamos el limite € — im 25 = Jim Clatin)—C(x)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
dc o Clx+AMx)—C(x)
— = lim = lim 10 = 10
dx Ax—0 Ax Ax—0
. , dc
Por lo tanto, El costo marginal es, C'(x) = = 10
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3. (Funcion cuadratica): La altura h en metros de un proyectil en funcion del tiempo t en segundos
esta dada por h(t) = —4.9t2. Encuentra la velocidad del proyectil en cualquier instante t usando
la regla de los cuatro pasos.

Solucion.
Como la velocidad del proyectil es la derivada de la funcién posicion, entonces se debe calcular

v(t) = h'(£) = 2 = Jim “HEOTO

Jim , procedemos a realizar cada paso:
.

Primer paso: Calculamos h(t + At).
Sustituimos t por t + At en la funcién h(t) = —4.9t?, esto es:
h(t + At) = —4.9(t + At)?
Resolvemos el binomio al cuadrado (t + At)?, a partir del producto notable:
(a+b)? = (a)* +2(a)(b) + (b)?
Considerando a = t, b = At, se tiene
(t + A)?2 = (£)? + 2(t)(At) + (At)?
= t? + 2tAt + At?
Sustituyendo este resultado, obtenemos que h(t + At) = —4.9(t? + 2t At + At?)
Segundo Paso (Restar): Calculamos Ah = h(t + At) — h(t)
Elvalorde h(t + At) = —4.9(t% + 2t At + At?) y de h(x) = —4.9t?, entonces el incremento es:
Ah = —49(t? + 2t At + At?) + 4.9(t?)
Identificando términos semejantes y reduciendo se tiene:
Ah = —4.9t? — 9.8 t At — 4.9At? + 4.9t
Ah = (—4.9t? + 4.9t?) — 9.8 t At — 4.9At?
Ah = —9.8t At — 4.9At?
Por lo que, Ah = h(t + At) — h(t) = —9.8 t At — 4.9At?
Tercer Paso: Dividir Ah = h(t + At) — h(t) entre At

Ah _f(t+48) = f(O)

At At
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Sustituyendo Ah = h(t + At) — h(t) = —9.8t At — 4.9At?, se tiene:

AR —9.8t At — 4.9At?
At At

Realizando las divisiones de forma distributiva se tiene:

Ah _—98tAt —4.9At?

At At At
Ah
— = -98t—4.9At
At
Por lo que:
Ah  h(t+ At) — h(t
- ( ) ()=—9.8t—4.9At
At At
Cuarto paso: Calcular el limite ah — Yim 22 = lim h(e+at)_h(t)
dt At—0 At At—0 At
. Ah  h(t+At)—h(t) .
Sustituyendo — = —————= = —9.8t — 4.9At, se tiene

At At

dh—l' 9.8t — 4.9At
E_Aalcr—l}o(_'  494¢)

Como el limite de una suma es la suma de los limites

dh .
g Al%r_r)lo(—9.8t) + Al%r_r)lo(—4.9A1:)

En este caso —9.8t es constante para At, entonces el valor del limite es

dy
—=-98t+ (0) = —-9.8t
I +(0)
Por lo tanto, la derivada de la funcién h(t) = —4.9t? es —9.8t, es decir, la velocidad del proyectil

esv(t) = h'(t) = ‘;—*t‘ — _9.8t.

Para aprender mas:

Te Invitamos a revisar el siguiente video, para que visualices como calcular
las derivadas de funciones polinomiales de grado 3 y grado 4 haciendo uso
de la regla de los cuatro pasos

- = -
_— * - o

YouTube:
Derivada por definicion.
Funcioén Cubica. Ejemplo 1

121

|"- o8 Ve
o %oe


https://www.youtube.com/watch?v=HKttnmexkCY

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES
TABASCO DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

SA 1: Mi Laboratorio de matematicas

El algebra, la geometria, el calculo, entre otras ramas de las matematicas, se utilizan en
practicamente todas las ciencias que el ser humano ha desarrollado. Un ejemplo es la fisica, que
utiliza a las matematicas como un lenguaje para expresar la relacién entre las magnitudes que
podemos medir al estudiar los fenédmenos naturales.

Durante el club de matematicas, Ximena,
Tonatiuh e Itzel explicaron al profesor asesor que
podian calcular la velocidad de un objeto al
finalizar el recorrido por un plano inclinado, i
deslizandose sin ningun tipo de perdida de Vi
energia por friccion, utilizando las leyes de

conservacién de la energia. Sin embargo, también

explicaron que no eran capaces de modelar lo |
ocurrido durante todo el trayecto, desde el
momento de soltar el objeto hasta el momento
donde finalizaba su recorrido, sin repetir los
calculos para cada una de las posiciones del

recorrido. Estudiantes explicando al profesor la
problemética. Imagen de Freepik

Ante tal problematica, el docente propuso que

realizaran el siguiente experimento con la finalidad de que conocieran otras alternativas para
modelar, a partir de un experimento, el modelo grafico y el modelo algebraico de un objeto
deslizandose por un plano inclinado.

Material

¢ Una canica o balin.

¢ Una cinta métrica 150 cm de plastico.

¢ Una regla acanalada de madera de mas de 120 cm.

Un trozo de hilo para sujetar la regla.

Un bloque de madera de 10 cm de alto aproximadamente.

Un smartphone (celular) con la mejor prestacion en su camara.
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Procedimiento

1. Coloca la cinta métrica a lado del canal que se
encuentra en la regla acanalada (fijala con
cinta), la idea fundamental es que el canal
quede graduado, y sea reconocible cada
posicion respecto al inicio del recorrido.

2. Crea un plano inclinado colocando la regla
acanalada sobre una superficie plana y el
bloque en uno de los extremos de la regla; el
extremo donde se coloca el bloque para dar
elevacién debe ser aquel que tiene el inicio de
la graduacion, es decir, 0 cm.

Fotografia 01 — Elaboracion de la regla

.. ; NS . acanalada graduada (junio, 2024).
3. Posiciona la canica en la posicién inicial, en 0 9 (unio, )

cm, suéltala y grabe todo el fendmeno desde
gue parte la canica de la posicién 0 cm hasta el final de la regla o hasta llegar a 100 cm. Si su
smartphone tiene la opcidn de camara lenta, Usela. (Fotografia 03)

4. Ahorarevisa el video y construya una tabla donde registren el tiempo transcurrido y su posicién,
se sugiere que sea cada 0.1 segundo.

Fotografia 02 — Creacion del plano inclinado y Fotografia 03 — Canica siendo grabada al
preparacion de la canica (junio, 2024). rodar por el plano inclinado (junio, 2024).
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Ximena, Tonatiuh e Itzel realizaron el experimento con detenimiento, registraron sus datos y
graficaron los datos obtenidos en un plano cartesiano, donde el eje de la variable independiente es
el tiempo vy el eje de la variable dependiente es la posicidn; este plano se conoce como Diagrama
posicion (x) vs tiempo (t).

Gréfico posicién vs tiempo

Tiempo Posicion 40
(segundos) (cm) 39
38
37
0.0 0.0 36
35
0.1 0.4 34
33 ¢
32
0.2 1.6 31
30
0.3 3.7 29
28
27
0.4 6.5 26 ®
25
0.5 10.2 24
23
22
0.6 14.7
21
E 20 ®
0.7 20.0 5 19
S 18
D17
o
0.8 26.2 Q 4
15 [
0.9 33.1 14
13
12
1.0 40.9
11
10 ¢
1.1 49.5 9
7
1.2 58.9 )
6
5
1.3 69.1 4 ®
3
2
1.4 80.1 1 L
Lo
15 92.0 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
tiempo ()
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— Realice el experimento, registre la posicion para cada tiempo transcurrido y
. posteriormente grafiquelo tal y como lo hicieron Ximena, Tonatiuh e Itzel.

Grafico posicion vs tiempo

Tiempo Posicion 40
(segundos) (cm) 39
38
37
0.0 36
35
0.1 34
33
32
0.2 31
30
03 29
28
27
0.4 26
25
0.5 24
23
22
0.6 21
E 20
0.7 S5 19
S 18
A7
0.8 o 16
15
0.9 14
13
12
1.0 11
10
1.1 9
8
7
1.2 6
5
1.3 4
3
2
1.4 1

15 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

tiempo (7)
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Posteriormente, el profesor les mostré que con esos datos era posible calcular la velocidad media,
gue no es otra cosa que la pendiente del segmento que une dos puntos cualesquiera, por ejemplo,
la velocidad media que tiene la canica en ir de 6.54 cm a 10.22 cm en el intervalo de 0.4 s a los 0.5
s, esto se obtiene de la siguiente manera:

Para el intervalo de los 0.4 s alos 0.5 s es:

10.2—-6.5 3.7

V04-05 =05 02 ~ 01
Vo.a—05 = 37

Es decir, la velocidad media en el intervalo de 0.4 s a 0.5 s es 37 cm/s.

Grafico posicion vs tiempo
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Ximena, Tonatiuh e Itzel calcularon todas las velocidades medias, las tabularon y las graficaron en

un diagrama velocidad (v) vs tiempo (t):

Tiempo | Velocidad Grafico velocidad vs tiempo
(segundos) | (cm/s) 84
80 O ‘
0.0-0.1 4 76 ¢
0.1-0.2 12 72
68 —=
0.2-0.3 20
' ' 64
0.3-0.4 29 60 o—=
56
0.4-05 37 = ]
= 52 —
0.5-0.6 45 S 48
o b, o—e
0.6 - 0.7 53 g
40
0.7-0.8 61 36 o—e
0.8-0.9 69 32
28 o—e
0.9-1.0 78 o4
1.0-1.1 86 20 —=
16
11-1.2 94 12— L%
1.2-1.3 102 8
4 ).
1.3-14 110 CI T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
14-15 119 tiempo (¢)

Aprovechando que realizaron el video en cdmara lenta, decidieron calcular la velocidad media para
intervalos de tiempo muy pequefios al rededor de los 0.2s, para ello eligieron un tiempo t; menor
que 0.2 s y un t, mayor que 0.2 s, pero muy cercano a 0.2 s, para acercarse lo mas posible al valor
de la velocidad en 0.2 s.

La primera aproximacién fue parat; = 0.15 y t, = 0.25:

2.55—0.95

Y1=025-015
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Y la segunda aproximacion fue parat; = 0.19 yt, = 0.21:

. 185-155
V2= 021-019

Calcule las velocidades medias de los datos obtenidos y registrelos en la siguiente tabla,
posteriormente elabore la funcién escalén al igual como lo realizaron Ximena, Tonatiuh e

Itzel.
N

Calculo de velocidades medias

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
[el. + 52 (933

)'3.16°79 97
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Tiempo
(segundos)

Velocidad
(cm/s)

0.0-0.1

0.1-0.2

0.2-0.3

0.3-04

0.4-05

0.5-0.6

0.6 -0.7

0.7-0.8

0.8-0.9

09-1.0

10-11

11-1.2

12-13

13-14

14-15

velocidad (v)
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Grafico velocidad vs tiempo

84
80
76
72
68
64
60
56
52
48
44
40
36
32
28
24
20
16
12
8
4

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
tiempo (¢)

muy pequefias, tanto como el video tomado de su smartphone lo permita.

D Calcule las velocidades media alrededor de 0.2 s, 0.7 s y 1.0 s, tomando aproximaciones
—

-

Célculo de velocidades medias para intervalos de tiempo muy pequefios

J
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Célculo de velocidades medias para intervalos de tiempo muy pequefios

J
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Asi mismo, el docente les indicd que podian calcular la pendiente de la funcidén escalén que habian
obtenido, esto tomando cada una de las partes medias del escaldn y uniéndolas con su escaldn
consecutivo, a esta pendiente se le conoce como aceleracidn media, que es la velocidad media de
la velocidad media, y que por la naturaleza de los datos es aproximadamente igual en toda la grafica.

Para los primeros dos escalones Grafico velocidad vs tiempo
obtuvieron: 52 07—0
: 124 . La
Q0.05-0.15 = 015 — 0.05 =80 44 /
40 /- a=80
Para el segundo escalén con el tercer 36 ?7/
escalon obtuvieron: = 32 /)i/ a=80
) e ™= o o A 07_/__:0
@0.15-025 T 055 — 015 80 g 24 /o=
© 20 oo
Para el tercer escaldén con el cuarto 16 a=80
escalén obtuvieron: 12 4074,
8 a=80
_ . 29-20 7
a0.25-0.35 = 035-025 90 4(i> T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
tiempo (7)

En promedio, la aceleracién media ronda los 80 cm/s?, esto debido a los errores en la medicién, la
presicidn con la que se mide y algunos redondeos que se hace, pero en genaral las aceleraciones
son aproximadamente iguales para este fenemono.

El profesor pidid que integraran un tabla y visualizaran los datos como si se tratase de una
progresion cuadratica, para poder construir el término general de la progresién y posteriormente
convertirla en una funcion continua, para lo cual Ximena, Tonatiuh e ltzel, calcularon los coeficientes
de dicha progresion:
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Medicién | Tiempo (segundos) | Posicidn (cm) Velocidad (cm/s) Aceleracién (cm/s?)
0.0 0.0
4
1 0.1 0.4 80
12
2 0.2 1.6 80
20
3 0.3 3.7 90
29
4 0.4 6.5 80
37
5 0.5 10.2 80
45
6 0.6 14.7 80
53
7 0.7 20.0 80
8 0.8 26.2 o1
Primera diferencia | Segunda diferencia

Recordando que, para una progresion cuadratica, el termino general es:
a,=an’*+bn+c = x(t)=at’+bt+c
donde los coeficientes cumplen que
2a = Valor de la segunda diferencia
3a + b = Valor de la primera diferencia entre el término 1y el término 2

a + b + ¢ = Valor del primer término

El valor de los coeficientes obtenidos por Ximena, Tonatiuh e ltzel son:

2a =80 a =40
a

3:S4b=12 b=0

24l =04 c=0
0.1 0.1

Estos coeficientes contienen la informaron del tamano del intervalo de tiempo, el coeficiente a
contiene informacion de la aceleracion, el coeficiente b contiene informacion de la velovidad y el ¢
contiene informacion de la posicién inicial, por esa razén fueron divididos por 0.1 y 0.12 segun la
diferencia a la cual hacen alusién. Por lo tanto, la funcidn posicién es:

x(t) = 40t?
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Calcule las aceleraciones medias y obtenga los coeficientes a, b y ¢ para construir la

funcién posicion.

-
Célculo de aceleracion medias y determinacion de la funcién posicion.

~

J

5 Villahermosa, Tabasco, M X

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 8603
;

[el. + 52 (933)3 16 75
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Por dltimo, integre lo realizado en un reporte de investigacion, construya la conclusion
utilizando la funcién posicion, su derivada y las velocidades instantaneas, asi mismo,
compare las aproximaciones realizadas con la velocidad media y la velocidad instantanea
parat =0.2,0.5y1.0s.

No olvide qué, un reporte de investigacidn contiene los siguientes elementos:

a) Hoja de presentacion
b) Resumen

c) Introduccion

d) Metodologia

e) Datos recabados

f) Resultados obtenidos

g) Conclusidn
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PM3_SA1-EPO1 CUESTIONARIO TIPO PLANEA SA 1

Indicaciones Lee cuidadosamente cada reactivo e individualmente elige la opcidon de
respuesta correcta

b)
c)
d)

Se define como al movimiento en el cual un objeto se desplaza en linea recta, en una SOD
direccion, recorriendo distancias iguales en el mismo intervalo de tiempo, manteniendo

en todo su movimiento una velocidad constante y sin aceleracion.

Movimiento acelerado

Movimiento desacelerado

Movimiento rectilineo uniforme

Movimiento parabdlico

Es el limite de una funcién donde la distancia entre el punto inicial y final es cero.
Cambio

Tasa de variacion promedio

Tasa de variacion instantanea

Rapidez instantdnea.

Se define como la razén de cambio de una variable respecto a otray, es igual a la derivada
de una funcién matemadtica en un punto:

Secante

Tangente

Pendiente

Inclinacion

Suponga que, un movil se desplaza con velocidad constante y recorre 5 metros cada 4
segundos; calcule su velocidad y la distancia que recorre en 20 segundos:

0.8 m/sy25m.

0.8 m/sy 20 m.

1.25m/sy 25 m.

1.25m/sy 20 m.

Encuentra las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado x? — 2x — 3
x1 =3, x, = —1

x;=-3, x, = —1

X1 =3, x,=1

xl—_3, szl /

135




E=;

S COBATAB
TABASCO DETABASCO  HERES
“Educacién que genera cambio”
/ 6. Sif(x) =x%yg(x) = 2x + 3, cual es el valor de multiplicar (f - g)(x) = \
a) 2x3 + 3x2
b) x4+ 2x+3
c) 2x%+ 3x
d) 2x3 + 6x2

7. Un coche viaja a una velocidad constante de 60 km/h. La distancia d en kildmetros que
recorre el coche se puede expresar como d(t) = 60(t) =, donde t es el tiempo en horas.
¢Cual es la distancia recorrida después de 2 horas?

a) 60 km
b) 100 km
c) 120 km
d) 30 km

8. Para la funcién cuadrética, f(x) = —2x?+4x —1 écudl es la concavidad de la
pardbola?

a) Cdncava hacia arriba

b) Cdncava hacia abajo

c) No tiene concavidad

d) Depende del valor de x

9. Dada una funcién f(x) = x3 — 1, determinar el valor de f(5)
a) 14
b) 124
c) 4
d) 26

10. De acuerdo con la siguiente grafica, aproxima el
siguiente limite chl_rg x3 =2

a) -2

b) 1

c) 2

d) 6
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x%-25
x=5

|

11. Calcula el limite de la funcién racional linslf( ) cuya grafica se muestra a
X

continuacion.

a) 10
b) 5
c) O
d) 15

- 8 3 . . x—2
12. Calcula el limite de la funcién racional lmzl ( )
X—

xX—2

a) 2
b) 1
c) O
d) 1.5
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PM3-SA1-MAO01 Mapa de aprendizaje para evaluar las progresiones dela SA 1

. - . 1,2,3,4,5,
: Pensamiento Matematico Il Progresiones Fecha:

Grupo:

Turno:
Situacion de aprendizaje 1: “Y ¢Cuando voy a usar esto?”

Mapa de aprendizaje
1: Necesito ayuda 2: Puedo hacerlo solo 3: Puedo ayudar a otros

Progresion de Aprendizaje Que debo hacer para mejorar:

Encuentro de manera heuristica algunas reglas de derivacién
como la regla de la suma, la regla del producto, la regla del
cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos
ejemplos

Selecciono una problemdtica en la que el cambio sea un
factor fundamental en su estudio para aplicar el concepto de
la derivada como razén de cambio instantdnea

Explico y socializo el papel de la derivada para analizar una
funcion (donde crece/decrece, maximo/minimos locales,
concavidades) y trazo su grafica

Resuelvo problemas de su entorno o de otras areas del
conocimiento empleando funciones y aplicando la derivada
(ejemplo: problemas de optimizacién), organizo su
procedimiento y lo someto a debate

Examino la grafica de funciones logaritmicas con diferentes
bases y las graficas de las funciones exponenciales para
describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de
que la funcién exponencial y logaritmica de base “a” sean
funciones inversas entre si

Analizo y describo un fendmeno en el que la periodicidad
sea un constituyente fundamental a través del estudio de
propiedades basicas funciones trigonométricas

Selecciono una problematica, situacion o fenémeno tanto
real como ficticio para modelarlo utilizando funciones deriva
Considero y reviso algunas ideas subyacentes al teorema
fundamental del célculo

Nombre y Firma del estudiante: Firma del Facilitador
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Proposito de la SA 2

TGIOETN  8,9,10,11,12, 13,14, 15

En equipos de 5 estudiantes, elaborar una presentacion utilizando los recursos
disponibles (fisico y/o digital) donde se explique a detalle el procedimiento del calculo de

distribucion de arboles para una produccion maxima en el huerto escolar y presentar
ante el grupo para su socializacion y validacion.

Paseo 1a Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
57

Jel. +52(933) 3 16°75:3
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APRENDIZAIJES DE TRAYECTORIA

e Valora la aplicacion de procedimientos automaticos y algoritmicos, asi como la
interpretacion de sus resultados, para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas
matematicos, de dreas del conocimiento y de su vida personal.

e Adopta procesos de razonamiento matematico tanto intuitivos como formales tales como
observar, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informaciéon y obtener
conclusiones de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experimentales y
tecnologia, sociales, humanidades, y de la vida cotidiana).

e Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno, empleando
lenguaje y técnicas matematicas.

e Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripcidn de situaciones
en el contexto que les dio origen empleando lenguaje matematico y lo comunica a sus pares
para analizar su pertinencia.

PROGRESIONES Conocimientos (Conceptuales)

8. Encuentra de manera
heuristica algunas reglas de
derivacién como la regla de la | ® Reglas de derivacién: de la suma, del producto,
suma, la regla del producto, la = del cociente, de la cadena.
regla del cociente y la regla de | ® Aplicacién de las reglas y ejemplificacion.

la cadenay las aplica en algunos
ejemplos. (C2M3, C3M4)

9. Selecciona una problemética
en la que el cambio sea un
factor fundamental en su
estudio para aplicar el concepto
de la derivada como razén de
cambio instantdnea. (C2M2)

10. Explica y socializa el papel de la
derivada para analizar una
funcion (donde crece/decrece,
maximo/minimos locales,
concavidades) y traza su
grafica. (C1M3, C2M4, C4AM2)

11.Resuelve problemas de su

o Aplicacion de la derivada en problemas de
contexto referidos a la fisica, economia, ingenieria,
biologia, entre otros.

. Obtenciéon e interpretacién de maximos,
minimos y concavidad a partir de la modelacién grafica
de una problemiatica.

t e of . del o Establecer modelos matematicos a partir de
entorno o de otras areas de "
et leand una problematica.
conocimiento empleando . .
P o Calculo de derivada en problemas de contexto

funciones y aplicando Ia
derivada (e.g. problemas de
optimizaciéon), organiza su
procedimiento y lo somete a
debate. (C2M4, C3M4, C4AM2)

referidos a costos, ingresos, ganancias, costos
marginales, entre otros.

o Temas adicionales: Aplicacién de maximos vy
minimos.

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, M X

Tel, #52(933).3. 1675

D
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Examina la grafica de funciones
logaritmicas con diferentes
bases y las graficas de las
funciones exponenciales para
describirlas y realizar
afirmaciones sobre el
significado de que la funcién
exponencial y logaritmica de
base “a” sean funciones

inversas entre si. (C2M3, C3M2)

Analiza y  describe un
fendbmeno en el que la
periodicidad sea un
constituyente fundamental a
través del estudio de

propiedades bdsicas funciones
trigonométricas. (C2M2, C3M2)

Selecciona una problematica,
situacion o fenémeno tanto
real como ficticio para
modelarlo utilizando funciones
derivables. (C2M4, C3M2,
cam3)

Considera y revisa algunas
ideas subyacentes al teorema
fundamental del calculo.
(c2ma)

o Funcidon exponencial y grafica de funciones
exponenciales.

. Propiedades de la funcién exponencial.

. Funcién logaritmica y grafica de funciones
logaritmicas.

. Propiedades de la funcién logaritmica.

. Relaciéon entre la funcidon exponencial y la
funcién logaritmica.

. Temas adicionales: Cambio de base de las

funciones logaritmicas; ecuaciones exponenciales vy
logaritmicas.
. Uso de las funciones senoidales y cosenoidales
en lamodelaciény graficacién (movimiento ondulatorio
y oscilatorio).

o Funcién seno y funcién coseno.

o Grafica de la funcidn seno y la funcién coseno.
o Propiedades de la funcidon seno y funcién
coseno.

o Aplicacion de la funcién seno y coseno en el

movimiento oscilatorio y el movimiento ondulatorio.
. Temas adicionales:
Funciones trigonométricas en general.

o La segunda ley de Newton como ecuacién que
involucra derivadas.

o Presentacidn de modelos matematicos que
involucren a la derivada.

o Modelo de decaimiento radioactivo.

. Modelo presa-depredador.

o Modelo de crecimiento bacteriano.

o El cambio acumulado y el drea bajo una curva.
. Estudio de la distribucidn normal.
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Situacion de Aprendizaje 2

(Para abordar en la sesidn niumero 28)

Estrategia

e, . Presentacion (fisica/digital)
Didactica:

Titulo: Maximando Ando

El Programa Institucional Hacia la Sostenibilidad (PIHASO) del Colegio de Bachilleres de
Tabasco (COBATAB) es una iniciativa que busca fomentar en la comunidad educativa del
subsistema, mediante la puesta en marcha de un programa de sostenibilidad, una cultura
de responsabilidad personal que contribuya a preservar los recursos naturales, los bienes
econdmicos y los activos sociales, para el bienestar actual y de las futuras generaciones. En
el cumplimiento de este objetivo, y alineados desde el afio 2020 el Voluntariado del
COBATAB lleva a cabo el programa: “Por mi, Por ti, Sembrando con Amor” cuya finalidad
de implementacion en los Centros Educativos del subsistema es valorar el papel de la
familia y de los padres como educadores y ejemplos de vida; asi como, promover vinculos
familiares a través de la participacién y establecimiento de huertos que den sustentabilidad
al hogar, a los centros educativos y al entorno. El 25 de septiembre de 2015, los lideres
mundiales adoptaron un conjunto de objetivos globales para erradicar la pobreza, proteger
el planeta y asegurar la prosperidad para todos como parte de una nueva agenda de

Contexto: desarrollo sostenible (agenda 2030).

Para alcanzar estas metas TODOS debemos hacer nuestra parte, aprovechar las bondades
de la tierra al mismo tiempo que cuidamos de ella. Desde primer semestre el reto para
COBATAB es el desarrollo de huertos escolares que implica trabajo en equipo, aprendizaje
para una vida sostenible, asi como, el cuidado de nuestro entorno, contemplar las
caracteristicas de nuestro suelo, el area de trabajo, tipos de cultivos y distribucién de
arboles.

Generalmente el problema es poder determinar el nimero total de arboles para obtener
la produccién maxima. En un plantel del COBATAB se tiene un huerto que actualmente
cuenta con 20 arboles, que produce 500 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol
adicional plantado, la produccién de cada arbol disminuye en 10 frutos.

a) ¢Cual debe ser el nimero total de arboles que debe tener el huerto para que

Conflicto la produccién sea maxima?

ers b) ¢Cual serd esa produccion?
cognitivo:

c) Expresa de la forma mas apropiada y entendible los resultados para su
socializacidon en grupo.

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, M X
Tel. + 52 (933) 316 75 57
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Instrumento de Evaluacion Situacion de Aprendizaje 2
PM3-SA2-RUO1 Rubrica para evaluar la Situacion de Aprendizaje 2

COLEGIO DE BACHILLERES DE TABASCO PLANTEL No.
PENSAMIENTO MATEMATICO I

Datos de identificacion

Situacion
didactica

Bloque de 8,9,10,11, 12,13, 14,

Maéximando Ando .
progresiones 15

2 Progresiones

Propésito de la
situacion

En equipos de 5 estudiantes, elaborar una presentacion utilizando los recursos disponibles (fisico y/o digital)
donde se explique a detalle el procedimiento del calculo de distribucién de arboles para una produccion
maxima en el huerto escolar y presentar ante el grupo para su socializacion y validacion.

CATEGORIAS/SUBCATEGORIAS

CATEGORIAS ‘ SUBCATEGORIAS

C1 Procedural

C2 Procesos de intuicidn y razonamiento

C1S1 Elementos variacionales

C1S2 Elementos geométricos

C1S3 Elementos variacionales

C2S1 Capacidad para observar y conjeturar

C2S2 Pensamiento intuitivo

€283 Pensamiento formal

€351 Uso de modelos y capacidad para observar y conjeturar

C3 Solucion de problemas y modelacion C€3S2 Pensamiento intuitivo y construccion de modelos

C4 Interaccidén y lenguaje matematico

C3S3 Estrategias heuristicas y ejecucion de procedimientos no rutinarios
C4S1 Registro escrito, simbdlico, algebraico e iconografico

C4S2 Negociacion de significados

€453 Ambiente matematico de comunicacién

Nombre de los alumnos Grupo
N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:
N. Lista: N. Lista:
Evaluacion
. Puntuacion Puntuacion .. . ..
CATEGORIAS obtenida méxima Ponderacion Retroalimentacion
C1. Procedural 4 20%
C2. Procesos De
intuicion.y 4 20% Logros
razonamiento
C3. Soluciones
de problemas 'y 4 20%
modelacién
C4. Interaccion
y lenguaje 4 20%
matematico
Aspectos
Actitudinal 4 20% de mejora
TOTAL 20 100%
Calificacién obtenida
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Categoria

C1. Procedural

C2. Solucion de
problemas y
modelacion

C3. Interaccion y
lenguaje matematico

C4. Interaccion y
lenguaje matematico

Actitudinal

Nombre y Firma del Lider de equipo
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Destacado (4)

Identifica y clasifica todas las variables y
constantes para asociarlas creando
modelos matematicos previos
completos y exactos.

NIVEL DE PROGRESO

Competente (3)
Identifica y clasifica varias variables y
constantes para asociarlas creando
modelos matematicos previos
correctos.

Basico (2)
Asocia algunas variables y constantes
para crear modelos matematicos
previos limitados en precisidn.

No presenta (1)
Asocia pocas variables y constantes para
crear modelos matematicos previos
incorrectos.

Asocia modelos preliminares con
precisidn, reconociendo la necesidad de
expresar un producto para representar

la produccidn general y aplica
correctamente las férmulas de
derivacion.

Asocia modelos preliminares
adecuadamente, reconociendo la
necesidad de expresar un producto
para representar la produccion general
y aplica correctamente la mayoria de
las formulas de derivacion.

Asocia modelos preliminares de
manera basica, comprendiendo la
necesidad de expresar un producto
para representar la produccion
general y aplica correctamente
algunas de las férmulas de derivacién.

Tiene dificultades para asociar modelos
preliminares y no comprende la necesidad
de expresar un producto para representar

la produccidn general. Aplica
incorrectamente las féormulas de
derivacién.

Domina la aplicacién precisa de los
criterios de derivada, identificando
maximos y minimos, y selecciona
adecuadamente los modelos para
resolver el conflicto cognitivo.

Aplica correctamente los criterios de
derivada para identificar maximos y
minimos, y selecciona modelos
adecuados en la mayoria de las
preguntas del conflicto cognitivo.

Intenta aplicar los criterios de
derivada y seleccionar modelos para
resolver algunas preguntas del
conflicto cognitivo, aunque con
algunas dificultades y limitaciones.

Tiene varias dificultades en la aplicacion
de los criterios de derivaday en la
seleccidon de modelos para resolver el
conflicto cognitivo.

Expresa correctamente la derivada y
reconoce con precision las unidades
adecuadas en todo momento,
mostrando comprension completa y
habilidad técnica.

Expresa adecuadamente la derivada en
la mayoria de los casos y reconoce las
unidades apropiadas en la mayoria de

las situaciones, con algunos errores
ocasionales.

Expresa la derivada con ciertas
dificultades en algunos casos,
reconociendo las unidades correctas
en algunas situaciones, aunque con
limitaciones y posibles errores.

Tiene dificultades para expresar
correctamente la derivada y comprender
las unidades adecuadas para su resultado.

Trabaja de forma altamente
colaborativa, con explicaciones claras y
una gran disposicion al trabajo
organizado y metddico, cumpliendo con
todos los criterios del docente.

Trabaja de forma colaborativa, con
explicaciones claras y una disposicién
adecuada al trabajo organizado y
metddico, cumpliendo la mayoria de
los criterios del docente.

Se relaciona de manera limitada, con
explicaciones comprensibles pero
algunas imprecisiones, y una
disposicion inconsistente al trabajo
organizado, cumpliendo solo algunos
criterios del docente.

Tiene una minima interaccién con sus
pares, presentando explicaciones poco
claras, una disposicion limitada al trabajo
organizado, y no cumple con la mayoria de
los criterios del docente.

Firma del Facilitador
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Evaluacion Diagndstica SA2

¢Qué tanto sé? (Apertura) CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR  [ifige |

PM3-SA2-EDO1
CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR

2. Simbolo que se utiliza para identificar

1. Es el proceso de hallar la derivada de una la derivada de una funcién:
funcion: a) f'(x)
a) Limite.
b) Derivacion. b) v
dx

c) Tabulacion.

’

d) Regla de la cadena. ) vy

d) Todas las anteriores.

3. Nos permite calcular el cambio de una 4. Representa la pendiente de una recta
variable respecto a otra, en un momento tangente cuando se grafican dos
especifico. variables de las cuales una es

a) Valor promedio dependiente de otra.

b) Razdn de cambio instantanea a) Valor promedio

c) Aceleracion del tiempo b) Razdén de cambio
d) Funcidén especifica c) Funcién especifica

d) Razdn de cambio instantanea

5. Calcula la segunda derivada de la funcién 6. Si la derivada de la funcion y es
T3 2 .
y =4x>+3x°—5x +10 2 — 9x2 —5x—3, y los nimeros
d*y 2 ax .
a) S =4x"+6x-5 criticos de una funcidén son aquellos
2 .
b) d_szz —12x2 4 6x—5 valores donde I'a derlvadal vale cero,
g;fy entonces los numeros criticos de la
) S5 =x>+6x"—-5x+10 funcién f son:
2 1
d £ =24x+6 a) =5 =-3
dx 1
b) C1 = _E C2 = _3
1
C) 1 = E Cr = 3
1
d) 1 = _E Cr = 3
148
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CUESTIONARIO PARA SOCIALIZAR

7. Funcién en la que la \variable

independiente aparece en forma de
exponente.
a) Exponencial
b) Logaritmica
c) Polinomial
d) Racional

8. Es la funcién inversa de la funcion
exponencial.

a) Exponencial
b) Logaritmica
c) Polinomial
d) Racional

9. ¢Es una funcién que tiene curva de arriba
hacia abajo (que se repite cada 2m radianes
0 360°)?
a) Secante
b) Arco tangente
c) Seno
d) Todas las anteriores

10. ¢Eslafuncidon cuya grafica comienza en
1y baja hasta -1 en t radianes (180°) y
luego vuelve a subir?

a) Tangente
b) Secante
c) Seno

d) Coseno

11. ¢Qué tipo de ecuaciones se utilizan en el
modelo presa-depredador?
a) Ecuaciones cuadraticas.
b) Ecuaciones diferenciales.
c) Ecuaciones lineales.
d) Ecuaciones cubicas

12. ¢{Qué es el modelo presa-depredador?

a) Un modelo matematico que
describe las interacciones entre
las poblaciones de presas vy
depredadores.

b) Un modelo de alimentacion que
muestra cdmo los depredadores
cazan a sus presas.

c) Un modelo de competencia
entre diferentes especies en un
ecosistema.

13. Es el tipo de rectangulo de manera que
una parte del mismo pase por encima de
la pardbola, para aproximar el valor del
area bajo curva:

a) Circunscritos

b) Inscritos

c) Triangulo Rectangulo.
d) Funcionales.

14. Es el tipo de rectangulo de manera que
guede por debajo de la parabola, para
aproximar el valor del drea bajo curva:

a) Circunscritos.

b) Inscritos.

c) Triangulo Rectangulo.
d) Funcionales.
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PM3-SA2-LCO1 Lista de cotejo para evaluar el Portafolio de Evidencias SA2 de las
actividades de reforzamiento

Unidad de aprendizaje [

Progresién 8. Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivacién como la regla de la suma, la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos ejemplos.
(c2m3, c3M4)

0. Selecciona una problematica en la que el cambio sea un factor fundamental en su estudio para aplicar el concepto de la derivada como razén de cambio instantanea. (C2M2)

10. Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcién (donde crece/decrece, maximo/minimos locales, concavidades) y traza su grafica. (C1M3,C2M4, C4M2)

11. Resuelve problemas de su entorno o de otras areas del conocimiento empleando funciones y aplicando la derivada (e.g. problemas de optimizacion), organiza su procedimiento y lo

lsomete a debate. (C2M4, C3M4, C4M2)

12. Examina la grafica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las graficas de las funciones exponenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de que la

uncién exponencial y logaritmicas de base "a" sean funciones inversas entre si. (C2M3, C3M2)

13. Analiza y describe un fenémeno en el que la periodicidad sea un constituyente fundamental a través del estudio de propiedades basicas funciones trigonométricas. (C2M2, C3M2)

14. Selecciona una problematica, situacién o fenémeno tanto real como ficticio para modelarlo utilizando funciones derivables. (C2M4, C3M2, C4M3)

[15. Considera y revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del calculo. (C2M4)

1M3. Comprueba los procedimientos usados en la resolucidn de problemas utilizando diversos métodos, empleando recursos tecnolégicos o la interaccion con sus pares.

2M2. Desarrolla la percepcion y la intuicion para generar conjeturas ante situaciones que requieren explicacion o interpretacion.

2M3. Compara hechos, opiniones o afirmaciones para organizarlos en formas légicas Utiles en la solucién de problemas y explicacién de situaciones y fenémenos.

2M4. Argumenta a favor o en contra de afirmaciones acerca de situaciones, fendmenos o problemas propios de la matematica, de las ciencias o de su contexto.

3M2. Construye un modelo matematico, identificando las variables de interés, con la finalidad de explicar una situacion o fenémeno y/o resolver un problema tanto teérico como de su

entorno.

3M4. Construye y plantea posibles soluciones a problemas de Areas de Conocimiento, Recursos Sociocognitivos, Recursos Socioemocionales y de su entorno, empleando técnicas y lenguaje

matematico.

4M2. Socializa con sus pares sus conjeturas, descubrimientos o procesos en la solucién de un problema tanto teérico como de su entorno.

4M3. Organiza los procedimientos empleados en la solucidn de un problema a través de argumentos formales para someterlo a debate o a evaluacion.

151 Elementos variacionales

1S2 Elementos geométricos

153 Elementos variacionales

251 Capacidad para observar y conjeturar
252 Pensamiento intuitivo

253 Pensamiento formal

351 Uso de modelos y capacidad para observar y conjeturar

352 Pensamiento intuitivo y construccién de modelos

3S3 Estrategias heuristicas y ejecucion de procedimientos no rutinarios
451 Registro escrito, simbélico, algebraico e iconografico

452 Negociacion de significados

4S3 Ambiente matemético de comunicacién

Categorias gy s Subcategorias

2 Procesos de intuicién y razonamiento

3 Solucién de problemas y modelacion

4 Interaccion y lenguaje matematico

Nombre de
los
integrantes\

Aprendizajes Trayectoria Contenidos Especifico

1. Valora la aplicacién de procedimientos automaticos y algoritmicos, asi como la interpretacién(- Reglas de derivacién: de la suma, del producto, del cociente, de la cadena. - Aplicacién de las
de sus resultados, para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas matematicos, de reglas y ejemplificacion.

reas del conocimiento y de su vida personal. - Aplicacién de la derivada en problemas de contexto referidos a la fisica, economia, ingenieria,
biologia, entre otros.

2. Adopta procesos de razonamiento matemadtico tanto intuitivos como formales tales como A N ., L. L. . . »
- Obtencion e interpretacién de maximos, minimos y concavidad a partir de la modelacién

lobservar, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informacién y obtener conclusiones|
de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experimentales y tecnologia, sociales,grafica de una problematica.

humanidades y de la vida cotidiana). - Establecer modelos matematicos a partir de una problemdtica. - Calculo de derivada en
problemas de contexto referidos a costos, ingresos, ganancias, costos marginales, entre otros. -
ITemas adicionales: Aplicacion de maximos y minimos.

- Funcion exponencial y grafica de funciones exponenciales. - Propiedades de la funcién
4. Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripcién de situaciones[eXPonencial. - Funcion logaritmica y grafica de funciones logaritmicas. - Propiedades de la
len el contexto que les dio origen empleando lenguaje matematico y lo comunica a sus paresjfuncion logaritmica. - Relacion entre la funcién exponencial y la funcidn logaritmica. - Temas
para analizar su pertinencia. ladicionales: Cambio de base de las funciones logaritmicas; ecuaciones exponenciales y
logaritmicas.

- Uso de las funciones senoidales y cosenoidales en la modelacion y graficacién (movimiento
londulatorio y oscilatorio). - Funcién seno y funcién coseno.

- Grafica de la funcién seno y la funcién coseno. - Propiedades de la funcién seno y funcién
lcoseno. - Aplicacion de la funcién seno y coseno en el movimiento oscilatorio y el movimiento
londulatorio. - Temas adicionales: Funciones trigonométricas en general.

- La segunda ley de Newton como ecuacién que involucra derivadas. - Presentacion de modelos
matematicos que involucren a la derivada. - Modelo de decaimiento radioactivo. - Modelo|
presa-depredador. - Modelo de crecimiento bacteriano.

- El cambio acumulado y el drea bajo una curva. - Estudio de la distribucién normal.

3. Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno, empleando
lenguaje y técnicas matematicas.

150



=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES

TABASCO DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

CRITERIOS

Puntaje

Presentar el portafolio en la fecha y hora establecidas, mostrando

puntualidad y responsabilidad. 10

Incluye una portada que contenga todos los datos de identificacion
relevantes, tales como nimero de plantel, semestre, grupo, bloque,
2. nombre completo, nombre de la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) 10
y del docente, ademas de especificar claramente el objetivo de la UAC,
la fechay el lugar.

Presentar una estructura organizada y ordenada de acuerdo con las

e ) 10
indicaciones proporcionadas por el docente.

Las actividades incluidas en el portafolio son originales y reflejen el
4, esfuerzo del estudiante, ademas estan presentadas con limpieza y 20
claridad lo que facilita su comprension.

Contiene todos los trabajos solicitados por el docente, sin omitir

5. ) 20
ninguno.
6 Cada trabajo incluido en el portafolio esta calificado por el docente y 30
) cuenta con su sello o firma, lo que certifica la evaluacién realizada.
Calificacion

Aspectos para mejorar Firma

iHola CobaCompafiero!

Durante est/
aprendizaje po
aprendido co
reforzamiento,
criterios a evalu

.....

una buena

ORTAFOLIO
IENCIAS

..... 0\

DE EVIB


https://www.cobatab.edu.mx/servalumnos/guias.html
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Progresion 8

Definicion de la Derivada de una funcion matematica

Imaginemos que hay una funcidn que calcula la posicidn de un automdvil en el tiempo. La derivada
de esta funciéon nos indicard a qué velocidad va el coche en cada momento. Desde una perspectiva
geométrica, la derivada de una funcién es la pendiente de la recta tangente al punto donde se ubica
X.

La DERIVADA de una funcidn es el limite que tiende a cero de la razén del incremento de la variable
dependiente al incremento de la variable independiente. Es una medida de la rapidez con la que
cambia el valor de la funcion seglin cambie el valor de su variable independiente. Se representa por

, d .
el simbolo d—z, que se lee “la derivada de y con respecto a x”.

La derivada de una funcién se representa como se muestra a continuacién:

dy I Ay
dx a0 Ax

Al proceso de hallar la derivada de una funcién se le conoce como derivacién o diferenciacion.
Existen diferentes formas para representar las derivadas, las cuales se mencionan a continuacion:

Simbolo Como se lee

di f(x) “derivada de f(x) con respecto a x”
x

d
atd “derivada de y con respecto de x”
dx
y’ “y prima”
f (x) “funcién prima de x”
Dx [y] “derivada de y con respecto a x”

Cabe recordar que, en general, la derivada es una funcion matematica que se define como la tasa
de cambio de una variable respecto a otra. Es decir, en qué porcentaje aumenta o disminuye una
variable cuando otra también se ha incrementado o disminuido.

La derivada de la funcion en el punto marcado es equivalente a la pendiente de la recta tangente
como se muestra en la siguiente figura.
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N

recta
tangente

flxo) t

Quinzacara, C. (2021). Recta tangente y derivada. Wikipedia. Recuperado 17 de junio de 2024, de

https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Recta tangente y derivada.svg

Para saber mas sobre la definicién de derivada puedes escanear el siguiente cddigo QR.

Para aprender mas

YouTube
¢Qué son las derivadas?

’aseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa,

Jel. +52(933)3 167557
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Derivadas de funciones algebraicas:

Es necesario considerar que la regla general de derivacion es fundamental, sin embargo, el
procedimiento de su aplicacion es en ocasiones demasiado extenso y tedioso, por tal motivo, se han
deducido de la regla general, reglas especiales para derivar ciertas formas normales que se

presentan con frecuencia, las cuales se presentan en la siguiente tabla:

REGLA FORMULA DE ENUNCIADO EJEMPLO SOLUCION
DERIVACION
Deri . dy d
erivada de d . La derivada de — =—(5)
una E(C) > una constante _ dx dx
constante Donde c es (ndmero) siempre y=5 dy
cualgquier numero. sera cero. Ix
Derivada de La derivada de dy d
una variable d una variable cF)n dx = dx (x)
con respecto — ) =1 respecto a si _
a si misma. dx misma es la y=x dy
unidad. dx
dy d
La derivada del dx d—(Zx)
producto de una
Derivada del d d constante por d_y _ Zi(x)
producto de dax (cw) = 1 (W) | una funcion es dx dx
ga Donde: igual al y=2x
constante & dy
c=constante producto de la ——=2(1)
i’ 4 u=funcion constante por la dx
funcién
derivada de la dy
funcién. dx
Derivada de d . ., |laderivadadela | y=x3 dy d .
la potencia ax: " potencia de una ax  dx )
de una variable de
variable. exponente d_y — 331
constante es dx
igual al producto
del exponente ﬂ = 3x2
por la variable dx
elevada asu
exponente
disminuido en
una unidad.
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Encontrar de forma heuristica algunas reglas de derivacion

Derivacion de la funcién constante.

Regla: La derivada de una funcién constante es cero.

—c=0
dxc

Ejemplo: El precio del boleto para entrar a ver una pelicula en el cine es siempre el mismo, $85, sin
importar cuanto tiempo haya transcurrido ya la pelicula. El precio no cambia con el tiempo, por lo
tanto, la "velocidad" del cambio del precio es cero.

La funcién constante se expresa como f(x) = c, donde c representa la constante. De acuerdo con
el ejemplo se representaria como f(x) = 85. A continuacién se muestra la grafica.

Funcidn constante

[y
1
(=3

=
(=]
S

Costo ($)
(=1 00
o o

S
o

=—f(x) = 85

~
o

o

0 20 40 e0 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo (min)

En la grafica, la linea es horizontal. Esto significa que no importa el valor de x, la altura de la linea
(que representa el valor de f(x)) es siempre la misma. No hay cambio en y a medida que x cambia
por lo tanto podemos observar que la “velocidad” de cambio del precio es cero o que la derivada es
0.

Derivacion de la funcion identidad.

Regla: La derivada de una funcidn identidad es uno.

—x=1
dxx

Ejemplo: Si caminas en la deportiva de tu municipio a una velocidad constante de 1 metro por
segundo, la distancia que has recorrido después de x segundos es exactamente x metros. La
"velocidad" del cambio de la distancia es constante y es 1 metro por segundo. De acuerdo con el
ejemplo la funcién quedaria establecida como a continuacion se muestra la grafica.
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Funcién identidad

=

O R N WBRUON®WO

Distancia (m)

—fx) = x

Tiempo (s)

A partir de la gréfica podemos identificar que se forma una diagonal que sube de manera constante.
Esto significa que, por cada incremento en x, y incrementa la misma cantidad o por cada segundo
se avanza exactamente 1 metro. Por lo tanto observamos que la velocidad es 1 m/s, entonces la
pendiente es 1. En conclusion, la derivada de f(x) = x es 1.

Derivacion de una suma de funciones.

Regla: La derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de dichas
funciones.

d(U+V W)—dU+dV dW

dx T odx dx dx
Ejemplo. Se miden dos fuentes diferentes de agua llenando un tanque. La cantidad de agua de la
primera fuente depende del tiempo como f(x) y la cantidad de la segunda fuente como g(x).
Queremos saber cdmo cambia el nivel del agua total en el tanque con respecto al tiempo.

Funcion Derivada
fx)=x
- — 1
dx X
= d
g(x) = 2x —2x=2
dx
Realizando la suma de las d
) —3x =3
funciones dx

h(x) = f(x) + g(x) = 3x

Solo expresando la suma de las

d
funciones E(x +2x) =3

h(x)=f(x)+gx) = x+2x
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Gréficamente podemos observarlo de la siguiente forma.

Regla de la suma
16

14
12

— f{x) =

—_—) =2

e h{x) = f{x] + g{x) = 3x
10

Volumen de agua (L)

o N B~ O

Tiempo (min)

Comparando las derivadas

d d d
. E(x+2x)—ax+32x—1+2—3

d
L] EBx—S

Lo anterior demuestra que la suma de dos funciones es la suma de las derivadas de cada una de
esas funciones. Al combinar dos actividades independientes, como llenar un tanque con dos fuentes
de agua distintas, el “cambio” total es la suma de los cambios de cada fuente.

Reglas de derivacion:

Suma y diferencia algebraica

La regla de la suma establece que la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de sus
derivadas.

La regla de la diferencia establece que la derivada de la diferencia de funciones es igual a la
diferencia de sus derivadas.

Si y es una suma algebraica de funciones,y = f(x)=u +v tw, su
derivada sera:

du dv dw

d
—(Utvitw) =—+—+—
dx(u_v_w) dx —dx ™~ dx
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Ejemplo:
y=3x*-7x+10
Solucion
b _ i(3x4 —7x+10) = i(3x‘*) - i(7x) + 4 (10)
dx dx dx dx dx
=12x3-74+0=12x3 -7
Producto

Si y es el producto de dos funciones, y = f(x) = uv, aplicando la regla del producto, su derivada
sera:

d( P dv+ du
dxuv_udx vdx

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la primera funcién por la derivada
de la segunda, mas el producto de la segunda por la derivada de la primera.

Para utilizar esta regla de derivacién, resulta conveniente definir una funcién del producto como u
y la otra como v, y calcular por separado sus derivadas.

Ejemplo:
f(x) =y =(3x—2x2)(5— 4x)
Solucion:

Derivando por separado tenemos:

du
siu = (3x — 2x?) entonces la deriva de rrin 3 —4x
dv
siv = (5 — 4x) entonces la deriva de Frie —4

Sustituyendo los elementos a la formula y dando solucién:

d( )= dv+ du
dxuv_udx de

% (uv) = (3x — 2x%)(—4) + (5 — 4x)(3 — 4x)
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Resolviendo tenemos:

d
a(uv) = (—-12x + 8x?%) + (15— 12x — 20x + 16x2)

d
— (uv) = 24x? — 44x + 15
dx

Cociente de dos funciones

u
Siyeselcociente de dos funciones, y = —, su derivada sera:
v

%(%) Va (?TZ);” (%)

La derivada de un cociente es igual producto del denominador (v)por la derivada del numerador

(Z—Z), menos el producto del numerador (u) por la derivada del denominador (%), todo dividido

entre el cuadrado del denominador (v?).

Ejemplo:
X
b x2+1
Derivando tenemos:
] du
si u=x entonces —=1
dx
) 5 dv
si v=x“+4+1 entonces — = 2x
dx

Sustituyendo en la formula tenemos:

d (u) _ P+ 1)) - (0)(2x)
B (x2 + 1)2

d uy x%>+1-—2x?
=6 =
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d (u) 1.—-x2
dx \v/ x*+2x?+1
Regla de la cadena

Para derivar una funcién y, que esta compuesta por otras funciones u, vow, todas ellas
dependientes de x , se emplea la regla de la cadena.

Por ejemplo, si se quiere derivar la funcién y = (2x — 1)3se puede hacer una pequefia sustitucién
u = 2x — 1, reescribiendo la funcién como y = ud.

. , , d .
Esta claro que la derivada de este arreglo estaria con respectoa u, ﬁ Pero como la derivada de

la funcidn debe estar con respecto a x, se tendria que derivar nuevamente pero solo a la funcidn
u . A este arreglo se le conoce como Regla de la Cadena.

Sean las funciones: y = f(u)yu =g(x) de manera que y = f(g(x)), ambas funciones
. dy dy du
rivabl ntonces: — = —. —
derivables, entonces e~
La derivada de una funcién con respecto a x es igual al producto de la derivada de la funcién con
respecto au, por la derivadade u conrespectoax.

Esta regla permite derivar funciones que se forman por la mezcla de funciones como potencias,
productos, cocientes, términos trigonométricos, exponenciales, entre otros.

Ejemplo:
y=(-x?)
Solucién:
dy d 2710 _ 2y10-1 4 2
a—a(s—ﬁ(f) —10(5-9(') E(S—X)
d
d—i’ = 10(5 — x2)?(—2%)
d
% = —20x(5 — x?)°
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACTO1 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

Instrucciones: Formados en binas, resuelvan las
siguientes derivadas, bajo el monitoreo del
facilitador.

C2 Procesos de intuicion y razonamiento
C3 Solucién de problemas y modelacién

Hallar la derivada de las siguientes potencias de funciones usando la regla de la suma, resta,
producto, cociente y de la cadena.

1) y=2x3+6x+7

R:
2) y=6x>—7x%+8x

R:
3) y=(x?+4)(2x+9)

R:

2

SIS

R:
5) y=(x*-8)°

R:

161
Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX
Tel. + 52 (933) 316 75 57



€=

COBATAB
TABASCO G Tanatog  CrILLERES

“Educacién que genera cambio”

Progresion 9

Razon de cambio instantanea

“Lo unico constante en la vida es el cambio”.
Heraclito

Considerando que todo lo que nos rodea esta en movimiento, nos damos cuenta de que un cuerpo
u objeto se ha movido cuando ya no esta en el mismo lugar que cuando se empezo a observar, es
decir, cambid de posicidn con respecto a otro cuerpo u objeto. EIl movimiento es un cambio en la
posicién a partir de un punto de referencia, por lo que es importante describir si hubo un cambio o
no de un momento a otro y en funcién a qué se llevo a cabo.

Las cantidades que intervienen en la mayoria de las
actividades que realizamos varian en el transcurso del
tiempo, por ejemplo, la distancia que recorre un
automovil en un tiempo determinado, la velocidad que
alcanza un baldn al transcurrir un periodo, la energia
gue gasta una persona al realizar una sesion de ejercicio
aerobico, el llenado de agua de un tinaco, entre otros.

Observamos que en la vida diaria se determinan
cambios en diversas situaciones de tipo natural,
econdmico, social, etc., variaciones en las que nos
interesa conocer cual es el minimo o maximo valor,
como aumenta o disminuye ese valor, en un intervalo
de tiempo especifico, esto es, cantidades que varian en

el transcurso del tiempo. Algunas magnitudes que Vector freebie. (2015). Nifio jugando al futbol.

tienen cambio en el tiempo son la temperatura, Vectorportal. Recuperado 18 de junio de 2024, de
. § . https://vectorportal.com/es/vector/ni%C3%B1lo-

el volumende un fluido, la carga eléctrica, una jugando-al-f%C3%BAtbol-vector.ai/12896

poblaciéon de bacterias y muchas mas.

Son fenémenos relativos a la variacidon de una cantidad que depende de otra, por lo que se hace
necesario describir y cuantificar estos cambios a través de modelos matematicos, graficas y tablas.

Ejemplos de su aplicacién en diferentes ciencias.

e En Biologia: Permite el estudio de evolucién de poblaciones de bacterias, de otras especies
animales, de plantas... Se han deducido expresiones para el “Numero de
individuos” (tamafio de la poblacién) segun el tipo de crecimiento que presentan.

e En la Ingenieria: Para reducir costos al construir un edificio, optimizando los recursos
materiales con los que se cuentan.
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e Enla Economia: El estudio de costos e ingresos en funcién de los beneficios econdmicos de
una empresa para la toma de decisiones.

e Enla Fisica: Para calcular la velocidad a la que corre un participante en una carrera atlética
desde su inicio hasta su llegada a la meta.

Pensemos en una carrera atlética en donde los participantes compiten en velocidad para completar
un determinado trayecto o distancia empleando para ello el menor tiempo posible, o bien recorrer
el mayor trayecto posible en cierto tiempo fijo. Ademas de la gran preparacion fisica y buena
condicidn, hay otros factores que intervienen para que se obtengan los resultados esperados como
son la distancia por recorrer, el tiempo, la velocidad del corredor, las condiciones climaticas entre
otras. Esto se percibe en el desarrollo que tiene el participante durante la carrera. De esta forma,
podemos entender que durante el recorrido la velocidad generada por el corredor puede presentar
cambios a partir del arranque de la carrera, durante el trayecto y hasta la llegada a la meta.

La Razdén de cambio instantanea es la medida que nos indica cdmo se modifica o cambia una
variable en relacidn con otra. Se trata de la magnitud que confronta dos variables a partir de sus
unidades de cambio. La razén de cambio es igual a cero cuando las variables no estan relacionadas.

La razén de cambio mds frecuente es la velocidad, que se calcula dividiendo un trayecto recorrido
por una unidad de tiempo. Esto quiere decir que la velocidad se entiende a partir del vinculo que se
establece entre la distancia y el tiempo. Podemos determinar cudl es la velocidad de acuerdo con
como se modifica la distancia recorrida en el tiempo por el movimiento de un objeto.

Un cambio en una magnitud x, se denota con la letra griega A (se lee “delta”) y se escribe Ax.
Representa lo que cambia x, mediante la diferencia entre un valor final y otro inicial: Ax = Xfinq; —
Xinicial- Si 12 magnitud x estd relacionada con otra magnitud y, esta también experimenta un
cambio, llamado Ay, = Yrinai — Yinicial

x4 = valor inicial de x. vy, = valor inicial de y .
X, = valor final de x. Y, = valor final de y.
Cambioenx: Ax = x5 — x4 Cambioeny: Ay = y, —y;

La razén de cambio de la variable dependiente y con respecto a la variable independiente x, se le
conoce como la Razén de Cambio Promedio (RCP) y se define con el cociente:

RCP=A—y=y2_y1
Ay X3 —x;
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La razdn de cambio puede ser positiva o negativa, segun la variacién de las magnitudes involucradas,
ya que estas pueden aumentar o disminuir. Si x y y aumentan, significa que los cambios en ambos
fueron del mismo signo y que la razén de cambio es positiva.

Sin embargo, cuando la razén de cambio es negativa, significa que una de las magnitudes aumenté
y la otra disminuyd.

Cuando se calcula la pendiente (m) de la recta secante (razén de cambio), ésta tiene un valor
positivo para los intervalos donde la funcién es creciente (m > 0). Vale cero para los intervalos
donde la funcidn es constante (m = 0). Es negativa para los intervalos donde la funcién es
decreciente (m < 0).

La Razén de Cambio Instantdnea es el limite de la (RCP) cuando Ax tiende a ser cero. Es decir, al

. Y| Yl . , . L.
cociente ﬁ cuando 4, - 0 = lim ﬁ gue nos permite calcular la razén de cambio de una funcién
xX—0

practicamente en cualquier instante o momento especifico.

La razon de cambio instantaneo (RCI) es la derivada de la funcidn en el punto inicial.

. A d e A

RCI = lim =2 2= imZ
Ax—0 Ax dx Ax

Ax—0

La tasa o razén de cambio instantdnea también es igual a la pendiente de una recta, pero se refiere
a la pendiente de la recta tangente a la grafica de y vs x.

Recta tangente: es la posicion limite de las rectas secantes cuando Ax tiende a cero.

Es preciso hacer que la variacion Ax se haga sumamente pequeiia, tendiendo a 0 (pero sin llegar a
ser 0, pues la divisién entre 0 no esta definida).

A esto se le llama “tomar el
limite”, y en tal caso, la razén Yy

de cambio instantanea pasa a A Restataness
llamarse la “derivada” de y con
respecto de x, se denota como:

Recta secante

dy 5 Ay
dx A%Ax

J(xo)

No olvidemos que la derivada
de una funcidon nos indica el ’ = > T
- : ., Tg T x
ritmo con el que dicha funcién

, d Schneider, J. (2015). Cociente diferencial de una funcion. Wikipedia. Recuperado 18 de
varia  (crece, ecrece O i de 2024, de
permanece constante) cuando  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Differencial_quotient of a_function.svg
se producen pequefios
cambios en la variable
independiente.
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Ejemplo 1. Suponga que un técnico deja caer un objeto desde una torre, 450 m arriba del suelo.
¢Cudl es la velocidad a los 5 sequndos?
Solucion:

a) Aplicar la ecuacion de desplazamiento donde s = distancia el desplazamiento del objeto.

m
Constante de gravedad g = 9.81 =z

t=5s

_1 2 _(1 2 ~ 2
s(t)=3gt?= (5) «(9.81)t2 = 4.9t
s(t) = 4.9 t?

Primer método. La razdn de cambio vista como la pendiente de la recta tangente a este punto de
esta funcidn es lo siguiente:

lim

_ds . fla+h)—f(a)
_E_h—m h

Todo esto en sustitucion:
[
ds 495+ h)2 — 49 (5)2
m

E h—0 h

Un binomio al cuadrado es

ds_ . 49(25+10h+h) — 49(5)

dat = hl_r% h igual al cuadrado del primero,
ds . 4.9Z5)+49h + 49 h* — _(455(25) mas el doble del primero por
e = m
dt h-o h

el segundo, mas el cuadrado
ds ~ 49h + 4.9 h?
— = lim
dt h-o0 h del segundo.

(a + b)*>=a%+2ab+b?.

ds  h(49 + 4.9h)
m

E h—-0 H
ds

— =4 4,

T 9 + 4.9(0)
ds -

T

Por lo tanto, la velocidad instantanea a los 5s es de 49%
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Segundo método . Aplicando directamente las férmulas de derivacion.
Funcién de la distancia con respecto del tiempo.

s(t) = 4.9 t?

Al derivar la féormula anterior podemos obtener una férmula que nos permitira calcular la velocidad
instantanea en un momento especifico.

ds_ 49 dt2
dt T dt

ds

— = 4.9 (2)t* 1
s )t
ds_ 98t

A g )

Ahora sustituimos el tiempo que en este caso serian 5s

& 98
ds_49
dt

Por lo tanto, la velocidad instantanea a los 5s es de 49?

Ejemplo 2. Don José Custodio ha tenido un saldo durante los Ultimos 8 meses en su cuenta de banco
que se describe con la siguiente funcién y = —26x?2 + 86x + 4.

A) ¢Con qué velocidad cambid su saldo a los cinco meses?

B) ¢Susaldo incrementaba o se reducia?

A) Para determinar la velocidad instantanea primero derivamos.

dy) ¢ 262+d 86 +d 4
dx_dx( x%) dx( x) dx()
D_ 26l igetardy
dx dxx dxx dx

dy 2-1

—=-26(2)x +86(1) + (0)

dx

d

Ze 257 86

dx

Ya que se posee la funcién de velocidad instantanea o la derivada podemos sustituir el
valor del tiempo, que en este caso es de 5 meses.
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d

Y 524 (5)86
dx

dy

—~ =378

dx

Por lo tanto la velocidad de cambio de saldo a los cinco meses era de 378 pesos /mes

Dado que la derivada es positiva podemos deducir que en ese momento su saldo
aumentaba.
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACT02 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

sy B . . . , L . . . o .
., ‘s 2 | Instrucciones: En binas realicen la lectura “Razén de cambio instantdanea” analicen la informacién, investiguen en otras
C3 Solucion de problemas y modelacion rE ; L . ., .
fuentes y elaboren un cuadro con la informacién que se solicita.

APLICACION DE LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO

IMPORTANCIA UTILIDAD EJEMPLO DE APLICACION RESUELTO

FisicA
INGENIERIA

(SO
ECONOMIA

QT

BIOLOGIA
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SESION 17

Progresion 10

Criterio de la primera derivada

Llevémoslo a la vida real... Opcional

El ser humano siempre ha tenido la necesidad de trasportar sus cultivos, productos de un lado a
otro y para ello ha utilizado vasijas, hojas, vidrio, madera y muchos otros materiales mas. Este
recurso de empaquetado es conocido como embalaje, ¢ SABES QUE ES EL EMBALAJE Y POR QUE ES
IMPORTANTE HOY EN DIA? El embalaje es la accion o efecto de embalar (disponer en balas o dentro
de cubiertas) y para esto se espera optimizar la menor parte de recursos materiales, existen muchos
retos que se presentan en la vida real, como por ejemplo, un pintor desea saber que cantidad
minima de pintura poder usar por cada metro cuadrado de superficie a pintar, un agricultor desea
aplicar la menor dosis de fertilizante sobre una planta a nutrir, ambos ejemplos refieren a poder
involucrar una funcidn que dé respuesta al problema. Es asi como el clculo esta inmerso en nuestra
vida diaria y presente ante los retos de nuestra vida cotidiana.

éPodrias maximizar el volumen de una caja construida a partir de una hoja de tu libreta?, ¢Cual
seria este volumen?

Toma 5 hojas blancas, de la cuales cortards cuadritos idénticos a partir de las cuatro esquinas, y se
doblan los lados hacia arriba, como se muestra en la siguiente figura

x x
x i i x
_____ i Lo
Ancho
21.6cm
x | i x
x Largo 27.9 cm x

Esta actividad la pueden realizar en forma grupal considerando integrantes de maximo de 6
integrantes. Por cada hoja, realiza trazos de cuadrados que midan de lado 2,3,4,5,y6 cm
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respectivamente, en cada una de las esquinas, después de trazar los cuadros, realizar los cortes de
modo que las puedas unir a lo largo y a lo ancho de la hoja y esta se doble para formar cinco cajas
sin tapas, como se muestra en la siguiente figura.

Una vez elaborada las cajas deben determinar el volumen de cada una de ellas y analizar si hay
cambios en el volumen de una a otra caja. Recuerda para calcular el volumen de una caja basta
multiplicar sus tres dimensiones, largo, ancho y alto. Se sugiere apoyarte de la siguiente tabla y
complementar la informacion con las cajas formadas.

Altura de la caja

Largo de la caja

Ancho de la caja

Volumen de la caja

Valores de x

27.9 — 2x

21.6 — 2x

(largo)(alto)(ancho)

Con los datos de la tabla podemos analizar lo siguiente:

1.- ¢éQué dimensiones de la tabla me permiten obtener mayor volumen?

2.- éExistird otra dimensidn que me permita obtener un maximo volumen?

3.- {Cudl es el maximo valor que le podemos dar al cuadrado?

Finalmente grafica los puntos y determina la grafica que representa la ecuacidn; considera que

los valores del lado de los cuadros son para el eje x y para el eje_y seran los valores del volumen.
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FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE, MAXIMOS Y MINIMOS

La derivacion de funciones es una herramienta muy poderosa que, asociada a la metodologia del
criterio de la primera derivada, permite encontrar los valores maximos y minimos de una funcion.
Para comprender este proceso, es necesario relacionarlo a la interpretacién geométrica de la
derivada.

Pero para que se explique mejor, existe un teorema que es de gran utilidad para determinar en qué
intervalo la funcion es creciente y/o decreciente, ademas de saber dénde hay un maximo o minimo
local, es el Teorema de la Primera Derivada, el cual dice:

Teorema de la primera derivada
(Teorema de Maximos y minimos)

Teorema: Sea c un punto critico de una funcion f que es continua en un intervalo
abierto | que contine al valor del punto c. Si la funcidn f es derivable en un
intervalo, excepto posiblemente en el punto c, entonces si f{c) (es decir la funcion
evaluable en el valor del punto c) puede clasificarse como sigue:

¥ h 4 ¥

1.- Si la primera
derivada f'(x)
cambia de positiva
a negativaenc,
entonces la funcién
f tiene un maximo
relativo.

2.- Sila primera
derivada f'(x)
cambia de negativa
a positivaenc,
entonces la funcién
f tiene un minimo
relativo.

3.- Si la primera
derivada f'(x) es
positiva en ambos
ladosdeco
negativa en ambos
lados de c,
entonces, al
evaluar f(c) no es ni
un maximo, ni un
minimo relativo.
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Veamos como se aplica este criterio en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Hallar los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente, donde tiene maximos y/o

minimos locales.
a) fx)=x3—4x*+5x-1

El procedimiento para calcular la primera derivada queda como sigue:

dy d, . d,  , d d
dy d, ., d,, _d
E—EX)—‘I-E(X)-FSE(X)

d
2 3x2-8x+5
dx

e Calculamos la derivada de la funcién f(x).

d
%Y 3x2-8x+5
dx

Que da como resultado una funcién cuadratica.

Buscamos los numeros criticos c.

dy
— =0
dx

3x2-8x+5=0

Usamos la Formula General

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

x_—(—8)i\/(—8)2—4(3)(5)_ 8+V64—60 8+V4 8+2

2(3) 6 6

_8+2 1

*M= g =G "
8—-2

~ 1.66

wl| v

=1

(<))}

6
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Estos son los ndmeros criticos ¢; =1 y ¢, = 1.66

e Fraccionamos la Recta Real: Colocamos los nimeros criticos en la recta real y con
esto, seccionamos la recta en intervalos:

1 = 1 Cy, = 166

v

A

INTERVALOS: (—0,1) (1,1.66) (1.66,)

Con esta informacidn, se procede a llenar el siguiente cuadro, realizando las operaciones
pertinentes.

INTERVALOS (—0,1) (1,1.66) (1.66, )
Valor de prueba k 0 1.5 2
f (k) 5 -0.25 1
Signo de f'(k) Positivo (+) Negativo (-) Positivo (+)
Comportamiento Creciente Decreciente Creciente
(Creciente o Decreciente)
Comportamiento Maximoenc =1yvale f(1) =1 Minimo enc = 1.66 y vale
(Maximo o Minimo) P.Max =(1,1) f(1.66) = 0.85

P.Min = (1.66,0.85)

NOTA: El valor de prueba k es un valor que se propone, siempre y cuando pertenezca al intervalo
que se estd analizando; asi, 0 € (—o0,1), 1.5€(1,1.66) y 2€(1.66,00). Estos
valores k se evalian en la derivada de f, por lo que f(0)=5 f(1.5)=
-0.25 y f’(2)=1.

Decreciente en (1, 1.66) Creciente en (1.66, =)

1,1)

en (-=,1)
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Criterio de la segunda derivada

FUNCION CONCAVA Y CONVEXA, MAXIMOS Y MINIMOS
A continuacidn, se presentan las aportaciones que tiene la segunda derivada de una funcidn, la cual
nos permitird tener una mejor idea de la grafica de la funcidn, ya que podremos determinar los
intervalos en los que es Cdncava hacia arriba y Céncava hacia abajo, asi como encontrar los maximos
y minimos de esta.
DEFINICION: Sea f una funcién que es derivable en un nimero c.
a) Lagréfica de f tiene una concavidad hacia arriba en el punto P(c, f(c))

si existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal que en (a, b)
la grafica de f esta por encima de la recta tangente en P.

/

Concavidad hacia Arriba

-‘\ ] TRy Rt o e ey el Taa o

La gréfica de f tiene una concavidad hacia abajo en el punto P(c, f(c)) si existe un intervalo
abierto (a, b) que contiene a c, tal que en (a, b) la grafica de f estd por debajo de la recta
tangente en P.

Concavidad hacia Abajo
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DEFINICION: Un punto de inflexién P(k, f(k)) es un punto de inflexién de f, si la gréfica
de la funcidon cambia de concavidad (De cdncava hacia arriba a concava hacia
abajo, o viceversa).

Para hallar los puntos de inflexién de una funcién f, se iguala la segunda derivada a cero
y se resuelve la ecuacidn para x. Loa resultados obtenidos seran las abscisas
de los puntos de inflexidn, para hallar la ordenada de este punto, se evalta la
funcién en esos valores.

Criterio de la Segunda Derivada para Concavidad:

Sea y = f(x) una funcion derivable en un intervalo abierto (a, b).

. d?
v Si Ex%(xi) > 0, para todo x; que pertenezca a (a, b), entonces y es
céncava hacia arriba en (a, b).

d

2
v Si d—x}zl(xi,) < 0, para todo x; que pertenezca a (a, b), entonces y es

céncava hacia abajo en (a, b).
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Criterio de la Segunda Derivada para Mdximos y Minimos:

Sea y = f(x) una funcidn derivable en un intervalo abierto (a, b) que contiene al niUmero critico c.
. d?y . . -
o §j ? (c) < 0, entonces y tiene un maximo local en ¢, y vale y(c). El punto sobre la grafica
donde se encuentra el maximo es P(c,y(c)).

d

2
o §j d—xZ (¢) > 0, entonces y tiene un minimo local en ¢, y vale y(c). El punto sobre la grafica

donde se encuentra el minimo es P(c,y(c)).

Apliquemos este criterio al ejemplo inicial, para determinar la concavidad, los maximos y
minimos.

a) f(x)=a%—4x* +5x-1
Al momento, tenemos la derivada de la funcién y los nimeros criticos:
f(x)=3x*-8x+5
c1=1 y ¢,=1.66

e Calculamos la segunda derivada de la funcion. Esta se obtiene derivando la derivada
de f, y se denota como f"'(x)

f(x) =6x—8

e lgualamos a cero la segunda derivada para hallar los puntos de inflexidn:

ff)=0 f(1.33) = (1.33) —4(1.33)2 + 5(1.33) - 1
6x6—8=80 f(1.33) =2.35-7.075+6.65 — 1
X = —
KA £(1.33) = 0.93
x—6—3~.

El punto de Inflexion es P(1.33,0.93)

e Fraccionamos la Recta Real: Colocamos la abscisa del punto de inflexidn en la recta
real y con esto, seccionamos la recta en intervalos:

A
v

—® x = 1.33 o)

INTERVALOS: (—,1.33) (1.33, )

176



€=

COBATAB
TABASCO G Tanatog  CrILLERES

“Educacién que genera cambio”

Nuevamente, procedemos al llenado de un cuadro en el que veamos el comportamiento de la
funcion.

INTERVALOS (—,1.33) (1.33,)
Valor de prueba k 0 2

(k) -8 4
Signo de "' (k) Negativo (-) Positivo (+)
Comportamiento Concavidad Cdncava hacia abajo Cdncava hacia arriba

(Arriba o Abajo)

NOTA: El valor de prueba k es un valor que se propone, siempre y cuando pertenezca al intervalo
que se esta analizando; asi, 0 € (—,1.33) 'y 2 € (1.33, ). Estos valores k se evalian en
d%y o

=f"(2)=4

dx?

la segunda derivada, por lo que f'(0) = —8 y

Ahora apliguemos el criterio de la segunda derivada para maximos y minimos, para ello, evaluamos
la segunda derivada en los nimeros criticos y analicemos su signo:

. d’y f'(x)=6x—-8
fre)=g7=06x-8 F7(c,) = £(1.66) = 6(1.66) — 8 = 9.96 — 8
ffle)=f"1)=6(1)-8=6-8 = 1.96
=-2 f7(1.66) =196 >0
ff)=-2<0 Por lo tanto f tiene un minimo en
Por lo tanto f tiene un maximo en c, = 1.66,yvale
c; = 1,yvale f(1.66) = (1.66)3 — 4(1.66)% + 5(1.66) — 1
f =13 -41)?+51)—-1=1 =0.85
P.Max = (1.66,0.85)
P.Max = (1,1)
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Grafica elaborada por: Profr. Manolo Martinez Fajardo, Plantel No.35 23/Mayo/2024.

Funcién cuadratica:
Llamamos funcién cuadrética a toda funcién de laformay = f(x) = ax? + bx + ¢

La grafica de la funcidn cuadratica es una parabola que abre hacia arriba sia > 0, o abre hacia abajo
sia<0

Concava Hacia Arriba
(-=,1.33)

1.5

Decreciente en (1, 1.66) Creciente en (1.66, =)

1 P PMIN

Concava Hacia Apajo
B =(1.66, 0.85)

(1.33,»)
0.5
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 2.5 3 35
-05

Punto de Inflexion

Creciente fn (-%0,1)
1]

Cuando se desea conocer la manera de optimizar los recursos, se puede recurrir al estudio de los
mdximos y minimos, una forma de aplicarlo es siguiendo los siguientes pasos.

Se bosqueja el problema planteado para darle interpretacion.

Se escribe la funcién para obtener el maximo y el minimo.

Se expresa la funcién en términos de una sola variable.

Se deriva la ecuaciéon y se iguala a cero, para determinar los valores criticos.

Se obtiene la segunda derivada y sustituimos los puntos criticos para aplicar el teorema.
Sif'(x) =0y f”(x) > 0, entonces la funcion tiene un minimo.

Si f'(x) =0y f”(x) <0, entonces la funcién tiene un maximo.

N@ e W g
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EJEMPLO SIMILAR A LA SITUACION DIDACTICA

En el huerto de Don José, ubicado en Tabasco, hay actualmente 30 drboles de mango. Cada uno
de estos drboles produce 200 frutos de mango. Don José ha observado que por cada nuevo drbol
que planta en su huerto, la produccion de cada drbol existente disminuye en 5 frutos de mango
debido al aumento en la competencia por recursos como la luz solar y los nutrientes del suelo. El
desea saber cudntos drboles mds debe plantar para maximizar la produccion total de mangos en
su huerto.

a) ¢éCudl debe ser el nimero total de drboles que debe tener el huerto para que la produccién
de frutos de mango sea mdxima?

b) ¢cCudl serd esa produccion?

Primero se identifican los datos.
Arboles iniciales: 30
Frutos de mango producidos inicialmente por cada arbol: 200
Disminucién de frutos de cada arbol debido a un arbol adicional: 5
Arboles adicionales: x

El nimero total de arboles es igual a los 30 iniciales mas la cantidad de arboles adicionales. Tal como
se muestra a continuacion.

[ 30 + x ]

La produccion o nimero de frutos por arbol cuando hay x arboles adicionales se representa de la
siguiente manera.

[ 200 — 5x ]

Para obtener la produccion general o la cantidad de frutos totales se multiplica el nimero total de
arboles por la produccion o nimero de frutos por arbol cuando hay x arboles adicionales. La
representacién y operacién algebraica quedaria de la siguiente forma.

y = (30 +x) (200 — 5x)

52 = =

y = (30 +x)(200 — 5x) = 6000 — 150x + 200x — 5x2

® = = =

Después, se reducen los términos semejantes.
y = 6000 — 150x + 200x — 5x2

[ y = 6000 + 50x — 5x? ]
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Para determinar la cantidad de arboles adicionales que se necesitan para obtener la produccién

total maxima derivamos la funcion anterior.
9 _ 4 6000+ 50x — 522)
= X X

dx
dy—d6000+d50 d52
dx  dx dx x dx x
YD_d 000+ 50 554 y2
dx  dx ax T %ax

d
—i’ = 0+50 (1) — 2(5)x2"1

a
[ 2 — 50— 10x ]

dx

Después se iguala la derivada a cero para determinar el valor de x en donde la pendiente es
horizontal indicando que existe un posible maximo o minimo. A este se le conoce como punto o

puntos criticos.

50—10x=0
Se resuelve la ecuacidn anterior.
—10x = -50
_ —-50
10

)

Por lo tanto, en x=5 hay un maximo o un minimo, para comprobar que se trata de un maximo

usamos el criterio de la segunda derivada.
Recordando que la primera derivada es:

dy
— = -1
I 50 Ox

La segunda derivada seria:
d?y

d
= -1
I x (50 0x)
dzy = g 0 d 10
dx?  dx dx x
dzy = ¥ 50-10 d
dx? _ d dx
dzy =0-10(1
dxz - ( )
d?y
2= —10
dx?

Como el resultado anterior es negativo entonces se comprueba que en x=5 se tiene un maximo. Por

lo tanto, la cantidad de arboles adicionales para obtener una produccién méaxima es cinco.
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Con base en los resultados anteriores se da respuesta a las preguntas del conflicto cognitivo.
¢ Cual debe ser el nimero total de arboles que debe tener el huerto para
que la produccién sea maxima?

[Nl'lmero total de &rboles =30+ x =30+5 =35 érboles]

¢ Cual sera esa produccion?
La produccion general o la cantidad de frutos totales es:
y= (30 +x) (200 — 5x)
y = [30 + 5][200 — 5(5)]
y = (35)(200 — 25)
y = (35)(175)

[y: 6125 mangos ]

OTRO METODO
Recuerda que para obtener la derivada de la funcion y = (30 + x) (200 — 5x) también pudimos

haber usado la regla del producto, obteniendo el mismo resultado, tal como se muestra a
continuacién:

y = {30Y+ x)gzooY— Sx)
u v

Si identificamos cada parte de la funcién descrita la primer parte es “u” y la segunda parte es

. n

\"

lu=@0+x | | v=(200-5x%) |

Una vez identificadas cada una de las partes de la funcién a derivar por la regla del producto,
procedemos a derivar cada parte (Nota si se es factible puede derivar por separado):

u=(30+x) v = (200 — 5x)
du_d(30)+d dv—d(ZOO) d .
dx  dx dx @) dx dx dx( 2
Al resolver esta primer parte de la derivada, Al resolver esta segunda parte de la derivada,
obtenemos: obtenemos:
dv . d
dx dx @)
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Ahora que tenemos las derivadas de ambas partes de la funcion, aplicamos la regla de
derivacién del producto:

d
— ) =u—W)+v—u

dx dx dx
O en su caso aplicar la siguiente que es lo mismo:
d
— W v)=u@) +vw
() = u@) + v()

Al sustituir tenemos lo siguiente:

%(uv) = (30 + x)(=5) + (200 — 5x)(1)

Multiplicar cada parte correspondiente:

Y o = 150 — 5x 42005
dx_y_ X X

Simplificar los términos que son semejantes y obtenemos el resultado:

dy_ "= —10x+ 50
dx_y_ X
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACTO03 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

Instrucciones: Haciendo uso del criterio de la

C1 Procedural
C2 Procesos de intuicion y razonamiento
C4 Interaccion y lenguaje matematico

1ray 2da derivada, dé solucién al planteamiento
de cada problematica, ademas de especificar los
intervalos donde la funcién crece y/o decrece,
donde es céncava hacia arriba y/o céncava hacia

abajo, puntos de inflexion, y los puntos maximos

y/o minimos.

1.- El abuelito de Joaquin tiene 80 Ovejas, y decidié trasladarlos a una pequeia parcela con cultivo
de pastura. El hato crece rapidamente en individuos, lo que provoca que la fuente de alimentos
disminuya drdsticamente, puesto que, debido a las inclemencias del tiempo (Seca), la pastura no
crece, provocando que la poblacion de borregos también disminuya. Con este analisis, la poblacién
de Ovejas N esta en funcién del tiempo t (en afios), tal que N(t) = —t3 + 3t2 + 30t + 80.

a) Analice la funcién N(t) para construir su grafica, determinando los intervalos donde es

creciente, decreciente, su concavidad, puntos de inflexion.

b) ¢Alos cuantos afos deja de crecer la poblacion de Ovejas, a causa de la falta de comida?
c) ¢éCudl es el tamafo maximo de la poblacion?
d) Si el abuelito de Joaquin no hace nada por atender el hato, a los cuantos afos dejara de

existir la poblacion de Ovejas.

Paseo la Choca No. 100 Col.

Imagen tomada de: https://img.freepik.com/vector-

premium/grupo-ovejas-jugando-campo 43633-6087.jpg
en mayo 2024
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2.- Con el objetivo de aumentar las ganancias de su negocio, Marcela desea embazar la miel de abeja
gue produce, en envases cilindricos (sin tapa), con capacidad de medio litro cada uno. Ella misma va
elaborar los envases, pero solicita el apoyo de los alumnos del 3er. Semestre del COBATAB, quienes
lleva la UAC de pensamiento matematico 3. NOTA: Exprese la altura del cilindro en términos del
radio de la base.

a) ¢éCudl es la funcidn que representa la situacion?

b) Indica los intervalos en los que la funcién es creciente, decreciente, concavidad y puntos de
inflexion. Muestre la grafica de la funcion.

c) ¢éCudles son las dimensiones (en cm ) del envase, de tal manera que se ocupe la menor
cantidad de material posible?

d) éCuédnto material (en cm?) se usara como minimo, para realizar el envase?

Imagen tomada de:
https://depositphotos.com/photo/white-blank-tin-
can-mockup-cylindrical-packaging-metal-lid-tea-
311183628.html en mayo 2024

184



https://depositphotos.com/photo/white-blank-tin-can-mockup-cylindrical-packaging-metal-lid-tea-311183628.html
https://depositphotos.com/photo/white-blank-tin-can-mockup-cylindrical-packaging-metal-lid-tea-311183628.html
https://depositphotos.com/photo/white-blank-tin-can-mockup-cylindrical-packaging-metal-lid-tea-311183628.html

€=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES

TABASCO DE TABASCO
“Educacién que genera cambio”

Progresion 11

Las derivadas tienen aplicaciones muy variadas y utiles en diferentes campos y en una gran cantidad
de dreas cientificas, ya que es una herramienta para aplicar procesos algebraicos fundamentales en
los estudios de Fisica, Quimica, Biologia y Medicina, o en ciencias sociales como la Economia,
Finanzas y la Sociologia, ademas de la Ingenieria y la computacién. (Chable Olan, Roman Antonio,

2024)

Veamos a continuacidn algunas de las aplicaciones:

Fisica.

Quimica.

Biologia y
medicina.

Economiay
finanzas.

Ingenieriay
ciencias de la
computacion.

Las derivadas se aplican en aquellos casos donde es necesario medir la rapidez
con la que se produce el cambio de una magnitud o situacion especifica de un
movil en movimiento generando diferentes comportamientos (lineal,
parabdlico, etc.). También al ser derivada con respecto al tiempo, de la posicion
de un objeto es que se estudia la velocidad (como la velocidad instantanea; el
concepto de la velocidad promedio, aceleracién y sobre aceleracidn).

Las derivadas han sido fundamentales para poder expresar y calcular
mediante ellas razones de cambio, que después se pueden demostrar mediante
la practica en un laboratorio o en campo. También nos ayudan a demostrar la
velocidad de una reaccién quimica, la variaciéon de la concentracién de alguna
sustancia y también en el estudio del intercambio de calor, momento y masa.

Las derivadas se emplean en el estudio de fendmenos biolégicos como el
crecimiento celular, la propagacion de enfermedades y la dinamica de
poblaciones. Ademas, son Utiles para analizar funciones fisiolégicas y como el
ritmo cardiaco.

Las derivadas se utilizan muy frecuentemente para analizar y predecir cambios
en variables econdmicas como la oferta, la demanda, los precios y los ingresos.
También se aplican en la valoracién de opciones financieras y derivados,
ayudando a los inversionistas y analistas para poder evaluar los riesgos y las
oportunidades en los mercados financieros, empresas y comercios.

Las derivadas son esenciales en el disefio y analisis de sistemas y procesos en la
ingenieria y las ciencias de la computacion. Se utilizan para optimizar funciones
y modelos, calcular tasas de cambio en sistemas dindmicos, analizar sefiales y
realizar operaciones matematicas avanzadas, como lo es el estudio de los
métodos numeéricos, el algebra lineal, el cdlculo vectorial y las ecuaciones
diferenciales.

Tabla comparativa elaborada por Chablé Olan, Roman Antonio, Plantel 30 ( junio, 2024).
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Para ello veamos algunos ejemplos aplicados a algunas de las ciencias anteriormente enunciadas.

El director general del Colegio de Bachilleres de Tabasco dio las instrucciones a todos los planteles
del estado de designar un terreno con una superficie de 200 m? para el proyecto del huerto escolar,
la condicién es que el terreno debe ser de forma rectangular, para asi poder cercarlo y llevar a cabo

el huerto escolar. ¢Cual seria las dimensiones optimas del terreno para aprovechar al maximo su
area?

Te imaginas, ¢ Cémo podrias apoyar con tus conocimientos para resolver esto?

Ejemplo (Aplicado a calculo de dimensiones):

Se desea cercar un terreno de 1,800 m? en dos porciones iguales, con una cerca adicional paralela
a dos de los lados como se muestra en la figura. ¢ Cudles son las dimensiones del terreno de manera
que el terreno utilizado tenga la longitud minima?

Paso 1. Modelar el problema mediante una funcidn. Se bebe expresar el perimetro del terreno en
funcién de la longitud de uno de los lados del terreno, es decir,

P =2x+3y

De esta ecuacion se observa que se tiene dos variables, para resolver esta ecuacidn en funcién de
una sola variable, debemos utilizar la informacién dada, es decir del area. Sabemos que el drea de
un rectangulo es:

A=xy

Como conocemos el area del terreno se tiene que:

1800 = xy
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Despejando la variable y se tiene que:

1800
y =

x
Sustituyendo y en el perimetro tenemos que:

1800
P=2x+3 (T)

Ahora bien, como esta expresién estd en término de la variable x, podemos reescribir la funcién de

la siguiente manera:

P(x) =2x+3 (@)

Esta es la funcion que deseamos minimizar.

Paso 2. Derivar la funcidn P(x) aplicando las técnicas de derivacién.

d 1800
P'(X) = a [ZX +3 <T>]

5400
X2

P(x)=2-

Paso 3. Se busca los puntos criticos, igualando la derivada a cero, P'(x) = 0

5400
2 — Z = 0
Despejando la variable x se obtiene los puntos criticos.
5400
2 = e
2x% = 5400
5400
y) &
T
x? =2700

x = /2700 = ,/(900)(3)
x = +30V3

x1 =303 x, = —30+/3 estos son los puntos criticos encontrados.

De los cuales se utilizara el positivo ya que no existe longitudes negativas.
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Paso 4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se tiene que:

P”(x) = 1(;@, se evaluia el punto critico x = 30+/3 en la segunda derivada.
10800
P”(30vV3) = ———=0.076
(30V3)3

Paso 5. Analisis y conclusién.
Como el resultado fue mayor que 0 entonces comprobamos que se trata de un minimo.

Por lo tanto, las dimensiones del terreno serian:

30V/3 =51.96 1800 34.64
O = = m - = . m
Y 303

P = 2(51.96) + 3(34.64) = 103.92 m + 103.92 = 207.94m

Ejemplo (Aplicado a Fisica):

Se tiene una particula en el espacio que describe la siguiente expresion algebraica:

9
s(t) =1¢t3 _Etz -7t

Si la condicion es que no hay tiempo negativo; entonces t = 0, Da la funcién de posicién de esta
particula:
a) ¢Cuando la particula alcanza una velocidad de 5 m/s?
b) ¢Cuando es cero la aceleracion?

Para el inciso a) debemos de derivar la funcién que tenemos anteriormente:

v'(t) = s5°(t)

, dy d 3 d(9t2> d ¢
Y =t dt ) dt \2 dt( )
,_dy .,
y—dt—3t 9t —7

Como derivamos, con ello encontramos la funcién velocidad y se nos pide que busquemos el tiempo
que alcanza la particula a los 5 m/s y sustituimos:
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5=3t2-9t—-7
Resolvemos la ecuacién cuadratica:
0=3t>2—-9t—-7-5

0 =3t>—-9t—12
Para tener una expresion mas sencilla podemos observar que toda la ecuacidn es divisible entre 3,
entonces procedemos a dividir entre 3 a toda la ecuacion.

0_3t2—9t—12
B 3
0=t*-3t—4

Resolvemos la expresidn algebraica por factores de términos semejantes:
0=(t—-4)(t+1)

Entonces decimos que:
ty =4seg
t, = —1seg

Desde el inicio del problema nos establecieron que no puede haber tiempo negativo, por lo tanto,
la respuesta correcta es: 4 segundos alcanza los 5 m/s.

Para el inciso b) vamos a calcular la derivada de la velocidad es decir la segunda derivada de la
funcion principal.

”—dzy—d 3t2 g 9t d 7
y _dtz_dt( ) dt( ) dt()
”—dzy—sdtz 9dt d7
Y Tae” dt() dt() dt()
d?y
C=— =6t—9
y dt?

Ahora este resultado nos demuestra la aceleracién de dicha particula y la condicion es que debe de
valor cero.
0=6t—-9

9 3
t= i simplificando t = 5 segundos

A los 1.5 segundos la aceleracion cera 0.
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Problemas de optimizacion

Los problemas de optimizaciéon son aquellas situaciones en donde se solicita encontrar la mejor
opcioén, en la busqueda de minimizar o maximizar el valor de una variable; por ejemplo: donde se
requiere encontrar el menor tiempo de produccion de un articulo, la maxima altura que alcanza un
proyectil, la ganancia mdxima o el costo minimo de produccién de un aparato eléctrico, el volumen
maximo de un recipiente o el area minima, entre otros tantos problemas que se pueden mencionar.

Para resolver un problema de optimizacidn, utilizaremos los siguientes pasos:

Plantear la funcidn f que se desea optimizarse (maximizar o minimizar).

Calcular la derivada de la funcion f.

Buscar los puntos criticos de f igualando a cero la derivada f' = 0.

Analizar si la funcion f es creciente o decreciente en los puntos criticos encontrados,
utilizando el criterio de la segunda derivada.

5. Dar la conclusidn al problema plateado.

PwwnNpE

Ejemplo:

Se ha observado que en unas de salidas de la ciudad de Villahermosa la velocidad de los automaviles
entre las 2 pmy 6 pm viene dado por: v(t) = t3 — 15t? + 72t — 8; parat = 2,6.

A) ¢A qué hora circulas los automéviles con mayor velocidad?
B) ¢A qué hora circulan los automéviles con menor velocidad?

En ambos casos justifica tu respuesta.

Solucién. Para poder determinar las horas en que los automdviles circulan a mayor y menor
velocidad, es necesario calcular el maximo y minimo de la funcién v(t) = t3 — 15t% + 72t — 8.

Paso 1. Plantear la funcidn v(t) que se desea optimizarse (maximizar o minimizar).
v(t) =t3—-15t2+ 72t -8

Paso 2. Calcular la derivada v(t)

vy =2 =Ly~ Lasey+ Lz - L
S dt  dt dt dt dt
dy
v'(t) = i (t3) — 15 (tz) + 72 (t) — —(8)

dy
‘() =—==3t>-30t+ 72
v'(t) It +

Paso 3. Buscar los puntos criticos de v(t) igualando a cero la derivada v’ = 0.

3t%2 — 30t + 72 = 0. Dividiendo entre 3 esta expresidn, tenemos que:
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t?2 — 10t + 24 = 0. Factorizando tenemos: (t — 6)(t — 4) = 0. Los puntos criticos seria:
t=06, t=4

Paso 4. Analizar si la funcion v(t) es creciente o decreciente en los puntos criticos encontrados,
utilizando el criterio de la segunda derivada.

Calculado la segunda derivada:  v"'(t) = 6t — 30

Evaluado los puntos criticos en la segunda derivada.

v'"(6) = 6(6) — 30 = 36 — 30 = 6; como es mayor que cero entonces es un punto minimo.
v'"(4) = 6(4) — 30 = 24 — 30 = —4; como es menor que cero, entonces es un punto mdximo.
Paso 5. Dar la conclusién al problema plateado.

A las 4 pm los vehiculos circulan con mayor rapidez; mientras que a las 6 pm los vehiculos circulan
con menor velocidad.
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACT04 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

C2 Procesos de intuicidon y razonamiento
C3 Solucion de problemas y modelacion
C4 Interaccion y lenguaje matematico

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios

1. Ricardo quiere regalar galletas en cajas sin tapa, para la realizacion de esas cajas desea
utilizar unas hojas de papel opalina que le sobraron a las cuales les recortara cuadrados en
las esquinas. Las medidas de cada hoja son: 24.5 cm x 32cm. Ricardo debe encontrar la
medida éptima de los cuadrados que va a recortar con la finalidad de obtener una caja
cuyo volumen sea maximo.
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Se ha observado que en unas de salidas de la ciudad de Villahermosa la velocidad de los
automaviles entre las 2 pmy 6 pm viene dado por: v(t) = t3 — 15t% + 72t — 8; parat =
2.6
a) ¢A qué hora circulas los automéviles con mayor velocidad?
b) ¢A qué hora circulan los automadviles con menor velocidad?
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SESION 21

Progresion 12

Funciones exponenciales y logaritmicas

¢Como se puede estimar la poblacién mundial que habrad en los proximos diez afios?
¢De qué forma un banco calcula el interés compuesto para un dinero invertido?

¢Como el Servicio Sismoldgico Nacional mide la magnitud de un sismo?

EVOLUCION DE LA POBLACION MUNDIAL

En miles de millones de habitantes Crecimiento en millones
10 | | 1000
0 Crecimiento de la poblacién /
8 Poblacién total mundial 800
6 - 600
4 -400
2 - 200
;annnnnnnnfiiiil I
1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050 Anos
Figura recuperada de https://territoriosociales.blogspot.com/2019/11/la-poblacion-mundial-evolucion-y.html en mayo,
2024.

Para responder preguntas como las anteriores, se utilizan las funciones exponenciales y las
funciones logaritmicas, pero primero los estudiantes pondran a prueba sus conocimientos sobre la

potenciacion.
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Funcion exponencial

La funcién exponencial de base a es aquella donde el argumento x se presenta en forma de
exponente y cuya expresiéon matematica es de la forma

f(x) =a"
donde
a es un nimero positivo, diferente de launidad (a > Oy a # 1).
x es la variable independiente.
Funcidn exponencial natural
Cuando la funcién exponencial
f(x) =a"
tiene como base el nimero irracional e = 2.71828..., entonces
f(x) =e"
recibe el nombre de funcién exponencial natural.
Propiedades de la funcién exponencial
1. Su dominio es el conjunto de los nimeros reales, R.
2. Surango es el conjunto de los nimeros reales positivos, R
3. Es una funcidn continua.
4. Es una funcidn inyectiva.

5. Su grafica en el plano cartesiano su ubica en el primer y segundo cuadrante, ademas que nunca
toca el eje de las x.

6. Su grafica en el plano cartesiano intercepta el eje de las y en el punto (0, 1).
7. Si0 < a < 1, lafuncidon es decreciente.

8. Sia > 1, lafuncidn es creciente.

Gréfica de la funcidn exponencial

Parad < a < 1 Paraa > 1
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Aplicaciones de la funcion exponencial

Las funciones exponenciales se usan para describir el comportamiento de fenémenos o situaciones
en dreas como la biologia o las finanzas.

En biologia, las funciones exponenciales se utilizan para estudiar el crecimiento o decrecimiento
exponencial de las poblaciones y suelen expresarse como

P(t) = Poekt

donde P(t) es la poblacién al tiempo t, Pp es la poblacidn inicial, k es la constante de crecimiento (k
> 0) o decrecimiento (k < 0) y t es la variable independiente tiempo.

En finanzas, las funciones exponenciales se utilizan para calcular el interés compuesto.

Por ejemplo, se invierte un capital inicial de dinero C a una tasa anual de interés r, expresada en
decimales. Si el interés se capitaliza p veces por afio, entonces al final de t afios, el monto compuesto
o valor futuro es

M(t) = c(1 + %)kt

donde

Interés compuesto = monto compuesto — capital inicial.
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Funcion logaritmica

La funcidn logaritmica de base a es la inversa de la funcidon exponencial de base a y su expresion
matematica es de la forma

f(x) =log,(x)
donde
a es un numero positivo, diferente de la unidad (a>0ya # 1).
x es el argumento o la variable independiente.
En otras palabras, y = log,(x) si,y solo si,x = a’
Funcidén logaritmica natural o funcién logaritmo natural
Cuando la funcidn logaritmica
f(x) =log,(x)
tiene como base el nimero irracional e = 2.71828..., entonces
f(x) = log.(x) = In(x)
recibe el nombre de funcidn logaritmica natural o funcién logaritmo natural.
Entonces, y = In(x) si,y solo si,x = e¥
Propiedades de la funcion logaritmica
1. Su dominio es el conjunto de los nimeros reales positivos, R*.
2. Surango es el conjunto de los nimeros reales, R.
3. Es una funcidn continua.
4. Es una funcidn inyectiva.

5. Su gréfica en el plano cartesiano su ubica en el primer y cuarto cuadrante, ademads que nunca
tocaelejedelasy.

6. Su grafica en el plano cartesiano intercepta el eje de las X en el punto (1, 0).
7. Si0<a<1,lafuncion es decreciente.

8. Sia>1, la funcion es creciente.
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Grafica de la funcidn logaritmica

ParaO<a<1 Paraa>1
5 5+
4 4+
31 3
24 2+

3 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9X
11 11
21 21
31 31
41 -4
5 54

Aplicaciones de la funcion logaritmica

En fisica, las funciones logaritmicas se utilizan para describir fenédmenos como la intensidad del
sonido (escala de decibelios).

En informatica, las funciones logaritmicas ayudan en el analisis de algoritmos y disefio de algoritmos
eficientes. Muchos algoritmos, como la busqueda binaria y el algoritmo de clasificacion rapida,
tienen una complejidad de tiempo logaritmica, lo que los hace muy eficientes para grandes
conjuntos de datos.

En economia, el crecimiento econdmico puede ser analizado con funciones logaritmicas y esto
permite analizar las tendencias del mercado. Por ejemplo, se utilizan para modelar el crecimiento
del PIB y la propagacién de la inflacidn.

En quimica, las funciones logaritmicas pueden describir el comportamiento de las reacciones

quimicas. Por ejemplo, se usan para describir la velocidad de las reacciones quimicas, que se suele
medir segun el cambio en la concentracidn de un reactivo o producto en el tiempo.
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Propiedades de los exponentes

Propiedad Ejemplo

2. (a™" = a™ (23)4 =203 = 212 — 4096

(x*)° = x®® = 20
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Propiedades de los logaritmos

Propiedad Ejemplo
1.log,1=0 log,1=0
2.log,a=1 logs5=1

3.log,(u-v) = log,(u) + log,(v)

log,(2-4) = log,(2) + log,(4) =1+ 2
=3

4.logy () = loga(w) — loga(v)

81
log; (;) = log;(81) — log;(9) =4 -2
=2

5.log,(u") = nlog,(u)

log,(163) = 31og,(16) = (3)(2) = 6

n Ry 1 1 3

6.log,(Vu) = ~log,(u) log,(V/8) = 7 1082(8) = (E) @) =3
200

Paseo la Choca No. 100 Col. Tabasco 2000, C.P. 86035 Villahermosa, Tabasco, MX

[el.

+52(933)316755



€=

COBATAB

COLEGIO DE BACHILLERES
TABASCO DE TABASCO

“Educacién que genera cambio”

CATEGORIAS PM3-SA2 T02 TAREA 2: Tabla comparativa

Instrucciones: En binas realicen la lectura de
“funciones exponenciales y logaritmicas”,
analicen la informacidn y completen la siguiente
tabla comparativa sobre funciones
exponenciales y logaritmicas.

C2 Procesos de intuicion y razonamiento
C3 Soluciéon de problemas y modelacion

Tabla comparativa sobre las funciones exponenciales y logaritmicas

Concepto Funcién exponencial Funcidn logaritmica

Definicion

Expresion algebraica

Caracteristica o
propiedades

Modelo grafico

Aplicacién en un
contexto real
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PM3-SA2-LC02 Tipo de instrumento para evaluar TAREA 02: “Tabla comparativa”

Progresion Examina la grafica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las graficas de las
unciones exponenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de que
la funcidn exponencial y logaritmica de base “a” sean funciones inversas entre si.

M3 Compara hechos, opiniones o afirmaciones para organizarlos en formas légicas utiles en Ila
solucidn de problemas y explicacion de situaciones y fendmenos

M2 Construye un modelo matematico, identificando las variables de interés, con la finalidad de
lexplicar una situacidn o fenédmeno y/o resolver un problema tanto tedrico como de su entorno

Categorias C2 Procesos de intuicion yJUJEIT-LIGEIIMMC2S1 Capacidad para observar y conjeturar
razonamiento. C2S2 Pensamiento intuitivo
C3 Solucidn de problemas vy C2S3 Pensamiento formal
modelacion. C3S2 Pensamiento intuitivo y construccién de

modelos

(SLIGEL T J [[F £ ][ Pensamiento Matematico 3 Grupo

Nombre de los
integrantes

TAREA 02:
Aprendizajes Trayectoria Contenidos Especifico

e Adopta procesos de razonamiento mateméatico tanto intuitivos como formales] e Funciénexponencial

tales como observar, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informacién| ~ ° (::jszad‘:z::';‘;?:fs:c"z:r::’;i:'::cal
H Z 4t . . L4 I unci X 1
y obtener conclusiones de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, e Funcion logaritmica
experimentales y tecnologia, sociales, humanidades, y de la vida cotidiana) e Gréfica de funciones logaritmicas
. Propiedades de la funcidn logaritmica

e Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno,
empleando lenguaje y técnicas matematicas.

o Relacidén entre la funcién exponencial y la
funcion logaritmica

CRITERIOS % CUMPLE Puntaje
SI NO
1 Entrega su producto terminado en el tiempo establecido por el 10
" | facilitador.
y Distingue las diferencias entre funcién exponencial y funcién 20
" | logaritmica.
4 Reconoce las propiedades de las funciones exponenciales vy 30
¥ logaritmicas, asi como sus graficas.
A Identifica situaciones de la vida real en las que estan presente las 20
" | funciones exponenciales y logaritmicas.
k. Se relaciona colaborativamente, mostrando disposicién al trabajo 20
' metddico y organizado.
Calificacion
/Aspectos para mejorar:
Firma
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Ejemplos de aplicacion:

Proliferacidon de insectos, muchos de estos se convierten en plagas gracias a su crecimiento
exponencial. Uno de los insectos que son comunes encontrar en los huertos, por la abundante
humedad y sombra, son las cochinillas, y se ha observado que se duplican cada 4 meses.
Supongamos que se contabiliza una poblacidn inicial de 100 cochinillas en el huerto de tu plantel,
calcula cuantos meses pasaran para llegar a las 800 cochinillas si el modelo matematico que
representa esta propagacion de insectos es P(t) = 100 = 2t/4,

Solucion:

800 = 100 = 2¢/4

@ — ot/4
100
8 =2t/
23 — pt/4
3=t/4
3x4=t

12 meses =t

Es comun que, al hacer un huerto escolar, observemos con el paso de los dias, que algunas de las
semillas sembradas no crezcan, o que las plantas se mueran, aunque se les del cuidado apropiado.
Uno de los factores que afectan el crecimientos y desarrollo de las plantas es el pH (potencial de
Hidrogeno) de la tierra, segun los expertos, en los suelos con un pH inferior a 6 se observa una
ralentizacion de la actividad bildgica, derivada del efecto negativo que una acidez excesiva causa
sobre la fauna y flora del suelo. Con ayuda del maestro de taller de ciencias los alumnos del
COBATAB midieron el pH de la tierra de sus huertos escolares, dando los siguientes resultados:

Huerto plantel 19: pH=3.0
Huerto plantel 21: pH=6.5

Calcula la concentracidon de Hidrdogeno en la tierra de los huertos de cada plantel, utilizando la
siguiente formula:

pH = —log[H"]
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Solucion:
Huerto plantel 19:
3.0 = —log[H™]

10—3.0 — 1010g[H+]

10730 = [H*]
[H*] = 0.001 M

Huerto plantel 21:
6.5 = —log[H™]

10—6.5 - 10log[H+]
10—6.5 — [H+]
[H*] =3.19x107" M

Relacidn entre la funcién exponencial y la funcién logaritmica

Un logaritmo de un nimero es el exponente al cual tiene que elevarse la base para llegar a dicho
numero

La funcién logaritmica es la funcion inversa de la exponencial. La cual se puede expresar de la
siguiente manera:

x=a” y = log, x
Por ejemplo:
25 = 52 2 =logs 25
51¥=g3 3 =logg 512
16 = 2* 4 =log, 16
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()=() 2=re)(3)

En la siguiente imagen podemos observar las grafica de una funcién logaritmica y una
funcién exponencial, la cual podemos mencionar que son inversas entre si, por lo que son

simétricas con respecto a la funcién identidad (f(x)=x).

() = logh

+52(933)316 75

[el.

4 G} 8
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACTO05 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

C2 Procesos de intuicion y razonamiento

€3 Solucion de problemas y modelacion Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios

Problemario sobre las funciones exponenciales y logaritmicas
Resuelve los ejercicios de cada una de las siguientes secciones.

Seccion 1.
Simplifica las siguientes expresiones matematicas utilizando las propiedades de los exponentes.

1. x°-

C(x8) =

C(xey)B=

N

w

Seccidn 2. Realiza las siguientes operaciones haciendo uso de las propiedades de los logaritmos

[ERY

. log,(4-8) =

N

. log3(27-81) =

o8, (%) -
ogs () -

. log,(25) =

w

I

(9]

Una poblacién de lombrices de tierra crece de forma exponencial en tu huerto escolar, el modelo
que describe el crecimineto en cierto periodo de tiempo es el siguiente: P(t) = 20 * 524/3, se sabe
que inicialmente eran 20 lombrices pero, se quintuplicaban cada 3 meses. }

Averigua cuantas lombrices de tierra habra en 2 afos.
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Progresion 13

Uso de funciones senoidales y cosenoidales en la
modelacion y graficacion (movimiento ondulatorio y
oscilatorio).

¢Te gusta la musica? éSabias que las funciones sinusoidales y cosenoidales estan presentes al tocar
un instrumento musical como la guitarra? Cuando rasgueamos las cuerdas se producen vibraciones
(movimiento ondulatorio) en ella que ocasionan el sonido.

La trigonometria es una rama de las matematicas que establece la relacién de las razones seno,
coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante y trabaja en conjunto con Para reforzar
la geometria pues se aplicada a tridngulos rectangulos.

Las funciones senoidales y cosenoidales son dos tipos fundamentales de
funciones trigonométricas que se basan a partir del uso del circulo unitario,
estas funciones se extienden para representar el comportamiento periédico
en el tiempo o en el espacio. En matemadticas una funcién senoidal
(sinusoidal) o cosenoidal (cosenoide) es la curva que representa YouTube:
graficamente a dicha funciones, la cual describe una oscilacién u ondulacién I T
de manera repetitiva, tales como: el movimiento oscilatorio, las ondas C‘i’t‘C'f’?gmf’j_‘j;t'F!:,j‘“‘a
sonoras, las senales eléctricas, entre otros.

Gréfica sinusoide f(x) = 3 sen x Gréfica cosenoide f(x) = cosx

La aplicacion de las funciones sinusoidales y cosenoidales estan presentes en diversas areas de las
matematicas, la fisica, la ingenieria en dreas como la mecanica, acustica, éptica, entre otras. Una de
las aplicaciones mas comunes de estas funciones se presenta en el estudio de ondas (senoidales y
cosenoidales) las cuales son fundamentales en el estudio de fendmenos ondulatorios como el
sonido, la luz, las ondas electromagnéticas y las ondas en la superficie del agua.
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Las funciones senoidales y cosenoidales son una herramienta poderosa, pues su capacidad para
describir y analizar fendmenos repetitivos o ciclicos lo convierte en un instrumento de gran utilidad
pues aporta en una amplia variedad de campos cientificos y tecnoldgicos.

Funcion seno y funcion coseno.

Para definir nuestras funciones trigonométricas, empezamos por dibujar un circulo unitario, un
circulo centrado en el origen con radio 1, como se muestra en la figura, El angulo (en radianes) que
t, interseca forma un arco de longitud s. Si utilizamos la férmula s = rt, y en el entendido de que
r = 1 vemos que, para un circulo unitario, s = t. Recordemos que los ejes de la

xy de la y dividen el plano de coordenadas en cuatro cuartos llamados Para reforzar
cuadrantes. Marcamos estos cuadrantes para imitar la direccién que barreria
un angulo positivo. Los cuatro cuadrantes se denominan [, I, lll y IV. Para
cualquier el dngulot podemos marcar la intersecciéon del lado terminal y el
circulo unitario por sus coordenadas, (x,y). Las coordenadas de la x como y
seran las salidas de la funcidon trigonométrica f(t) =costy f(t) =sen t B

respectivamente. Esto significa que x = cost,y = sent. YouTube
Entendiendo Seno
y Coseno
y
1] |
x, ¥
1 S
sent
- - X
cost
1l v

Circulo unitario donde el angulo central es t, radianes tomada de Abramson, J. (2022, 18 mayo). 5.2 Circulo unitario:
funciones seno y coseno - Precalculo 2ed | OpenStax. https://openstax.org/books/prec%C3%Allculo-2ed/pages/5-2-
circulo-unitario-funciones-seno-y-coseno en mayo, 2024.

Un circulo unitario tiene un centro en (0,0) y radio 1. En un circulo unitario, la longitud del arco
intersecado es igual a la medida del radian del dngulo central t.

Supongamos que (x,y) es el punto final en el circulo unitario de un arco de longitud de arco s. El
punto (x,y) de este punto pueden describirse como funciones del angulo.
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Ahora, que tenemos marcado nuestro circulo unitario, podemos aprender cémo las coordenadas
(x,y) se relacionan con la longitud del arco y el angulo. La funcién seno relaciona un ndmero real t
con la coordenada de la y en el punto donde el angulo correspondiente interseca el circulo unitario.
Mas precisamente, el seno de un dngulo t es igual al valor y del punto final en el circulo unitario de
un arco de longitud t. En la siguiente figura, el seno es igual a y. Al igual que en todas las funciones,
la funcion seno tiene una entrada y una salida. Su entrada es la medida del dangulo; su salida es la
coordenada de lay en el punto correspondiente en el circulo unitario.

La funcién coseno de un angulo t equivale al valor x del punto final en el circulo unitario de un arco
de longitud t. como se aprecia en la siguiente figura, el coseno es igual a x.

y
;

(x,y) = (cos t, sen t)

S

1 t

sen f\
ik |
) X

cost

Circulo unitario: funciones seno y coseno de Abramson, J. (2022, 18 mayo). 5.2 Circulo unitario: funciones seno y coseno
- Precélculo 2ed | OpenStax. https://openstax.org/books/prec%C3%Allculo-2ed/pages/5-2-circulo-unitario-funciones-
seno-y-coseno en mayo, 2024.

Silos valores de t es un nimero real y un punto (x, y) en el circulo unitario corresponde a un angulo
de t, entonces

cost=x,sent=y
Grafica de Seno

La funcidn seno tiene esta hermosa curva de arriba hacia abajo (que se repite cada 2m radianes, o
360°).
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Comienza en el 0, sube hasta 1 en /2 radianes (90°) y luego baja hasta —1, ver siguiente figura.

1.5
¥ = sin(x) 25

1
0.5
-
T - " - “ 7

-1.5

P

-2

Y

Graficas de Seno, Coseno y Tangente. (s. f.-b), tomada de https://www.disfrutalasmatematicas.com/algebra/trig-sen-
cos-tan-graficas.html en mayo,2024

Grafica de Coseno

El coseno es similar al seno, pero comienza en 1y baja hasta —1 en 7 radianes (180°) y luego vuelve
a subir

» = cos(x)

-1

-1.5

-2

h J
Graficas de Seno, Coseno y Tangente (s. f.-b) tomada de https://www.disfrutalasmatematicas.com/algebra/trig-sen-cos-
tan-graficas.html en mayo, 2024
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Propiedades de la funcion seno y funcién coseno.

Funcién seno: Se llama funcién seno a la aplicacién f definida por,
f:R = R
x - f(x) = senx

es decir, la funcién que asocia a cada nimero real x el seno del dngulo cuya medida en radianes es
X.
Propiedades:

a) El dominio de la funcién seno es R.

b) El recorrido de la funcién seno es [—1, 1], ya que el valor maximo que puede

tomar el seno es 1 y el minimo es —1.

c) La funcién seno es periddica y su periodo es 21. En efecto, si x’ es un niumero real

podemos expresarlo como x’ = x + 2km, k € Z, x € [0,2m). Por tanto, para

estudiar el comportamiento de la funcién basta hacerlo en el intervalo [0, 27).

d) La funcidn seno es positiva en el intervalo (0, ) y negativa en (7, 2m).

e) La funcion seno se anula en los puntos x = km, k € Z.

f) La funcidn seno es continua en todo R.

g) La funcidén seno es estrictamente creciente en (0,7/2) U (3w /2, 2m).

h) La funcién seno es estrictamente decreciente en (1t/2,31/2).

i) La funcién seno presenta un maximoen x = m /2y un minimo en 3m/2
Funcién coseno: Se llama funcién coseno a la aplicacién f definida por,

fiR >R
x - f(x) = cosx

es decir, la funcién que asocia a cada numero real x el coseno del angulo cuya medida en radianes
es X.
Propiedades:

a) El dominio de la funcién coseno es R.

b) El recorrido de la funcidn coseno es [—1, 1], ya que el valor maximo que puede

tomar el coseno es 1y el minimo es —1.
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c) La funcidn coseno es periddica y su periodo es 2m. En efecto, si x’ es un nimero
real podemos expresarlo como x’ = x + 2km, k € Z, x € (0,2m). Por tanto,
para estudiar el comportamiento de la funcién basta hacerlo en el intervalo (0, 2r).
d) La funcién coseno es positiva en el intervalo (0, /2) (3m/ 2,2m) y negativa en
(m/2,3m /2)
e) La funcién coseno se anulaen los puntosx = w /2 + km, k € Z.
f) La funcidn coseno es continua en todo R.
g) La funcién coseno es estrictamente creciente en [m, 27].
h) La funcién coseno es estrictamente decreciente en [0, ].
i) La funciéon coseno es una funcién par y por tanto es simétrica respecto del eje y.
j) La funcién coseno presenta maximosenx = 0y x = 2@, y un minimoenx =

TT.

Para reforzar

YouTube

Aplicacion de la funcién
senoy cosenoen el
movimiento oscilatorioy
el movimiento
ondulatorio
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CATEGORIAS

PM3-SA2 ACT06 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO
Bl H Instrucciones: En parejas, clasifica el siguiente

rEH grupo de imagenes y determina si el movimiento

representa una funcién senoidal o cosenoidal.

C2 Procesos de intuicidon y razonamiento
C3 Solucion de problemas y modelacion

Imagen Funcién senoidal Funcion cosenoidal

-~
1 - A=2L
2 ¢ A=L

i

2 = P
3
2L
n homonco A=—
o n
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Progresion 14

éSabias que en tu entorno se pueden usar las derivadas en situaciones reales llamadas
ecuaciones diferenciales?

éHas escuchado el lamado modelo presa depredador?

El Modelo Presa-Depredador de Lotka-Volterra

En esta lectura sobre el modelo presa-depredador, exploraremos como las interacciones entre las
poblaciones de presas y depredadores pueden modelarse matematicamente utilizando la ecuacion
de Lotka-Volterra, lo que nos permite comprender mejor las dindmicas de los ecosistemas y prever
posibles cambios en las poblaciones en funcién de diferentes variables ambientales.

En el vasto mundo de la ecologia, comprender las complejas interacciones entre las especies es
fundamental para entender como los ecosistemas funcionan y cambian con el tiempo. Una de las
relaciones mas intrigantes es la dindmica entre las poblaciones de presas y depredadores. En esta
lectura, exploraremos el modelo presa-depredador propuesto por Alfred J. Lotka y Vito Volterra a
principios del siglo XX. A través de este modelo, podemos vislumbrar cdmo las fluctuaciones en las
poblaciones de presas y depredadores pueden afectar el equilibrio de un ecosistema.

Imagina un bosque donde viven conejos y zorros. Los conejos son las presas y los lobos son los
depredadores. La cantidad de conejos y zorros cambia con el tiempo dependiendo de diferentes
factores. Vamos a usar matematicas para entender cdmo estas poblaciones cambian. Este es el
modelo presa-depredador de Lotka-Volterra.

El modelo presa-depredador se basa en un sistema de ecuaciones diferenciales que describen las
tasas de cambio de las poblaciones de presas y depredadores en funcién del tiempo. En su forma
mas bdasica, el modelo consta de dos ecuaciones: una que describe la tasa de cambio de la poblacién
de presas (por ejemplo, conejos) y otra que describe la tasa de cambio de la poblacién de
depredadores (por ejemplo, zorros).

La ecuacion para la poblacién de presas generalmente sigue una dindmica de crecimiento
exponencial, donde la tasa de reproduccidon de las presas supera su tasa de mortalidad. Sin embargo,
la presencia de depredadores ejerce presidon sobre la poblacidn de presas, lo que lleva a una
disminucién en su crecimiento. Por otro lado, la ecuacién para la poblacién de depredadores refleja
su dependencia de la disponibilidad de presas. A medida que aumenta la poblacidn de presas, la
poblacién de depredadores tiende a crecer, ya que tienen mds recursos para alimentarse. Sin
embargo, una vez que la poblacién de depredadores alcanza cierto tamafio, su tasa de crecimiento
disminuye debido a la escasez de presas.

Hay dos ecuaciones importantes que necesitamos conocer:
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1. Ecuacion de las Presas (Conejos)
2. Ecuacion de los Depredadores (Zorros)
Cada una de estas ecuaciones nos dice cdmo cambia la cantidad de conejos y zorros con el tiempo.

Ecuacion de las Presas (Conejos)

dN— N — bN
ac ¢

Donde:
N es la cantidad de conejos.
t es el tiempo.
a es la tasa de crecimiento de los conejos (qué tan rapido se reproducen).
b es la tasa de depredacion (qué tan rapido los zorros cazan a los conejos).
P es la cantidad de zorros.

aN: Los conejos se reproducen a una tasa proporcional a su cantidad. Si hay mds conejos, habra mas
nacimientos.

bNP: Los conejos son cazados por los zorros. Si hay mas lobos y mds conejos, mds conejos serdn
cazados

Ecuacion de los depredadores (zorros)

dP
— = —cP + dNP
dt

Donde:

P es la cantidad de zorros.

c es la tasa de mortalidad de los lobos (qué tan rapido mueren sin presas).

d es la eficiencia de caza (qué tan efectivo es cazar conejos para su supervivencia).
N es la cantidad de conejos.

—cP: Los lobos mueren a una tasa proporcional a su cantidad. Si no tienen suficientes conejos para
comer, la cantidad de zorros disminuye.
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dNP: Los lobos cazan conejos. Si hay muchos conejos y zorros, mas zorros sobreviviran y creceran
en numero.

Las ecuaciones de Lotka-Volterra son un modelo biomatematico que pretende responder a estas
cuestiones prediciendo la dinamica de las poblaciones de presa y depredador bajo una serie de
hipétesis:

v" El ecosistema estd aislado: no hay migracién, no hay otras especies presentes, no hay
plagas...

v" La poblacién de presas en ausencia de depredadores crece de manera exponencial: la
velocidad de reproduccién es proporcional al nUmero de individuos. Las presas sélo mueren cuando
son cazadas por el depredador.

v' La poblacién de depredadores en ausencia de presas decrece de manera exponencial.

v La poblacion de depredadores afecta a la de presas haciéndola decrecer de forma
proporcional al nimero de presas y depredadores (esto es como decir de forma proporcional al
numero de posibles encuentros entre presa y depredador).

v" La poblacion de presas afecta a la de depredadores también de manera proporcional al
numero de encuentros, pero con distinta constante de proporcionalidad (dependera de cuanto
sacien su hambre los depredadores al encontrar una presa).

5 T T - - - - -

4.5

3.5
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Estas interacciones dindmicas entre las poblaciones de presas y depredadores dan como resultado
oscilaciones periddicas en las dos poblaciones. Por ejemplo, cuando la poblacién de presas es alta,
la poblacion de depredadores también tiende a aumentar, lo que a su vez reduce la poblacién de
presas. A medida que disminuye la poblacién de presas, la poblacién de depredadores comienza a
disminuir debido a la falta de alimentos, lo que permite que la poblacién de presas se recupere
nuevamente.

El modelo presa-depredador de Lotka-Volterra proporciona una herramienta invaluable para
comprender las complejas interacciones entre las poblaciones de presas y depredadores en los
ecosistemas naturales. Aunque simplificado, este modelo nos permite explorar cdmo cambios en
una poblacién pueden influir en otra, y cdmo estas interacciones pueden conducir a patrones de
oscilacion caracteristicos en las poblaciones de presas y depredadores. Al comprender mejor estas
dindmicas, podemos apreciar la fragilidad y la resiliencia de los ecosistemas y trabajar para
conservar su equilibrio.

Ejemplo Simple

Supongamos que en un bosque hay 50 conejos y 5 zorros. Usando las ecuaciones de Lotka-Volterra,
podemos ver cdmo cambiaran estas cantidades con el tiempo:

1. Si hay muchos conejos y pocos zorros, los conejos se reproducen rdpidamente.

2. A medida que aumenta la cantidad de conejos, hay mds comida para los zorros, por lo que
la cantidad de lobos también empieza a crecer.

3. Con mas zorros cazando conejos, la cantidad de conejos empieza a disminuir.

4. Con menos conejos disponibles, algunos zorros mueren por falta de comida, y asi la cantidad
de zorros disminuye.

Este ciclo se repite unay otra vez, creando un equilibrio dinamico en el bosque.

Hay otras situaciones en donde se involucran ecuaciones diferenciales, a continuacion, te
describimos algunas.

La segunda ley de Newton como ecuacidn que involucra derivadas

Las derivadas son herramientas matematicas muy importantes al momento de estudiar el
movimiento de algunos objetos, como es el caso de la aceleracién en la segunda ley de Newton, la
cual se expresa matematicamente de la siguiente manera:

F=ma

Donde F = fuerza aplicada sobre el objeto, m = masa del objeto y a= aceleracién producida
debido a la fuerza que pone en movimiento al objeto.
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Al aplicar la derivada de la funcidn de posicién en funcién del tiempo, encontramos la funcidn de
velocidad; igualmente, al aplicar la derivada de la funcién de velocidad encontramos la funcién de
aceleracién; entonces la primera derivada temporal de la funcién de posicién (x) corresponde ala

., . d . . ., .
funcion de velocidad (v), esto es, d—: = vy la derivada de tiempo de la funcién de velocidad es la
2

., adv , . . L ., . d
aceleracion 7 = @ Osea, la segunda derivada de la posicidn es la aceleracion y se escribe prola it
. ., d?x
gue sustituyendo en la ecuacion de la segunda ley de Newton queda: F = m pre)

Modelo de crecimiento bacteriano

Cuando se analizan los fendmenos que implican razones de cambio, nos encontramos que son en
su mayoria fendmenos fisicos, biolégicos, entre otros, cuya caracteristica principal es que una
variable puede crecer o disminuir en comparacion a otra.

Existen numerosos modelos matematicos de diversa indole que se utilizan hoy en dia para el estudio
de problemas en Biologia y otras ciencias experimentales; sus objetivos principales son describir,
explicar y predecir fendmenos y procesos en dichas areas, la gran parte de tales modelos
matematicos se expresa mediante ecuaciones diferenciales

Las bacterias cultivadas en el laboratorio son un excelente ejemplo de crecimiento exponencial. En
el crecimiento exponencial, la tasa de crecimiento de la poblacién aumenta con el tiempo, en
proporcién con el tamafio de la poblacion.

Las bacterias se reproducen por fisidn binaria (se dividen por la mitad) y el tiempo entre divisiones
es de alrededor de una hora en muchas especies bacterianas. Para ver como crecen
exponencialmente, empecemos por ejemplo con 1000 bacterias en un matraz con una cantidad
ilimitada de nutrientes.

Después de 1 hora: cada bacteria se divide, lo que produce 2000 bacterias (un aumento
de 1000 bacterias).

Después de 2 horas: cada una de las 2000 bacterias se divide, lo que produce 4000 bacterias (un
aumento de 2000 bacterias).

Después de 3 horas: cada una de las bacterias se divide, lo que produce 8000 bacterias (un
aumento de 4000 bacterias)

Los resultados pueden ser dramaticos: después de 1 dia (24 ciclos de divisidon) nuestra poblacion de
bacterias habria aumentado de 1000 a mas de 16 mil millones.

el crecimiento exponencial de una poblacién, en este caso de las bacterias; se expresa

- ., L. . . ,dN .
matemadticamente con ecuacidn la ecuacion diferencial i rN donde: r es la tasa de crecimiento
N=tamafio de la poblacién en un tiempo t.
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Modelo matematico del decaimiento radiactivo (ley de la desintegracion radiactiva)

La radiacion es un fendmeno aleatorio que sigue una cinética de primer orden, por lo que podemos
adaptar las relaciones matematicas que se utilizan en las reacciones quimicas de primer orden.

Asi el nimero de nucleos (N) que se desintegran por unidad de tiempo (t), es proporcional al nimero
. - . AN
de nucleos radiactivos existentes T —AN

A= “constante de desintegracion”, caracteristica de cada isétopo (y de cada modo de
desintegracidn, si tuviese varios). Sus unidades son (tiempo)™

(El sigho menos indica que el nimero de nucleos originales disminuye con el tiempo).

Si AN y At se hacen suficientemente pequefios pueden reemplazarse por sus respectivos
, . dN . S .,
diferenciales 3 —AN, que al integrarse ambos lados de la ecuacién, tienen como solucién la

ecuacién de decaimiento radiactivo N = Nge™' donde No = nimero de 4tomos existentes en el
tiempo cero o inicial y N = nUmero de atomos existentes en el tiempo t, o tiempo final.
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACTO07 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO
Instrucciones: En equipo de 5 integrantes
investigar en cualquier medio, 2 ejemplos mas
relacionados con el tema, tomando como guia el
explicado por el docente. Presentar estos
ejemplos en un informe escrito de forma manual
o impreso

C2 Procesos de intuicidon y razonamiento
C3 Solucion de problemas y modelacion
C4 Interaccion y lenguaje matematico
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SESION 27

Progresion 15

El cambio acumulado y el area bajo una curva y estudio de
la distribucion normal

‘ AREA BAJO LA CURVA

Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de construir una tangentea unacurva,
el problema histdrico que conduce a la definicidn de la integral es el problema de encontrar un area.

“Encontrar el drea A de una regidn acotada por el eje x y la grafica de una funcién no negativa
continua y = f(x) definida sobre un intervalo [a, b].”

El drea de esta regidon se denomina drea bajo la gréfica de f sobre el intervalo [a, b]. El requerimiento
de que f sea no negativa sobre [a, b] significa que ninguna parte de esta grafica sobre el intervalo
esta por abajo del eje x.

A

a b
Imagen tomada de: https://images.app.goo.qgl/jvoLb32k1ggU9wSa8 en junio 2024

Cuando se inicia el estudio de la geometria conocemos muchas férmulas para calcular el area de
diferentes figuras geométricas. Sin embargo, no sabemos calcular el drea debajo de la curva de la
figura anterior en el intervalo [a, b].

Se puede aproximar el valor del drea bajo la curva si optamos por dibujar rectdngulos  con altura
igual a la ordenada (eje de las Y). Para esto se tienen dos opciones:

e Dibujamos los rectangulos de manera que una parte del mismo quede por encima de la
parabola (Circunscritos).

e Dibujamos los rectangulos inscritos de manera que una parte quede por debajo de la
parabola (Inscritos).
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En el primer caso un error habra por exceso, es decir, serd mayor al valor del drea que buscamos.
En el segundo caso se tendrd el area aproximada, serd
pardbola, en este caso la aproximacidn que se haga tendrd un error por defecto.

y
AN /
< >z
v
RECTANGULOS CIRCUNSCRITOS

un poco menor al drea debajo de la

h 4

AN

RECTANGULOS INSCRITOS

Tomado de: https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-2/a/riemann-sums-

review en junio 2024

Es importante determinar que la base de los rectangulos siempre serd la misma debido a que

usaremos la siguiente formula:

base del rectangulo =

Donde:

e aesellimite inicial

b—a

e b el limite final que cortan a la funcidn para determinar el area.
e nes el nimero de rectangulos que se quieren utilizar.

Ejemplo 1. Determina el drea comprendida por la funcién y = x? en el intervalo [2,5], con 10

rectdngulos inscritos.

Paso 1: Graficar la funcion.

-2
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Paso 2: determinar las bases de los rectangulos, aplicando la férmula.

b—a

base del rectangulo =

5-2
base del rectangulo = o - 0.3

Paso 3: Enseguida ubicamos los puntos de las bases de los rectangulos en el eje X, iniciando del valor
2 e iremos sumando el valor de 0.3, hasta llegar a 5.

b lif bl il )

1
I
4 415

it

55
Grdfica generada en Geogebra en junio, 2024
2+ 03=23 35+4+0.3=3.8
23+03= 2.6 3.8+ 0.3 =4.1
26 + 03=29 41+03=44
29 +03=3.2 44+ 03 =4.7
324+03=35 47 +03=5

Paso 4: Luego trazaremos cada rectangulo, recordando que no deben superar el trazo de la funcién
y aprovecharemos para determinar el valor del area de cada uno.

Recuerda que los valores para obtener la altura de los rectangulos que se van a sustituir en la funcion
original son los que tocan el trazo de la funcion.

Rectangulo 1 Rectdngulo 6
El valor que se sustituird en la funcion El valor que se sustituirda en la funcién
original para obtener la altura (h) es: original para obtener la altura (h) es
x=2 x=3.5
e Base=0.3 e Base=0.3
e Altura(2)?’=4 e Altura=(3.52=12.25
Area1= 03 x4 =1.2u? Area 6 = 0.3 * 5.29= 3. 67u?
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Rectangulo 2

El valor que se sustituird en la funcién
original para obtener la altura (h) es:

x=2.3
e Base=0.3
e Altura=(2.3)>=5.29

Area2=0.3%529 =1.5uz?

Rectangulo 7

El valor que se sustituirda en la funcién
original para obtenerla altura (h) es

x=3.8
e Base=0.3

e Altura=(3.8)>=14.44
Area7 = 0.3 %5.29 = 4.33u?

Rectangulo 3

El valor que se sustituird en la funcidn
original para obtener la altura (h) es:

x=2.6
e Base=0.3

e Altura=(2.6)0>=6.76
Area3=10.3 *5.29= 2. 03u?

Rectangulo 8

El valor que se sustituira en la funcidon
original para obtener la altura (h) es

x=4.1
e Base=0.3

e Altura=(4.1?=16.81
Area 8= 0.3 * 5.29 = 5. 04u?

Rectangulo 4

El valor que se sustituira en la funcion
original para obtener la altura (h) es:

x=2.9
e Base=0.3

e Altura=(2.9)°=8.41
Area 4= 0.3*¥5.29 = 2. 52u2

Rectangulo 9

El valor que se sustituird en la funcién
original para obtenerla altura (h) es

x=4.4
e Base=0.3

e Altura=(4.4?=19.36
Area 9= 0.3 *x5.29 = 5. 8u?

Rectangulo 5

El valor que se sustituird en la funcion
original para obtener la altura (h) es

x=3.2
e Base=0.3

e Altura=(3.2)>=10.24
Area 5 = 0.3 % 5.29 = 3. 07u?

Rectangulo 10

El valor que se sustituirda en la funcién
original para obtener la altura (h) es

x=4.7
e Base=0.3

e Altura=(4.7)>=22.09
Area 10 = 0.3 * 5.29= 6. 62u?
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115 2 25 3 35 4 T4l 5 55 6

Paso 5: Se realiza la sumatoria de todas las areas de los rectdngulos para poder encontrar el area
bajo la curva.

ZAT
ZAT

ZAT = 35.08 U?

Al + A2 + A3+ A4+ A5+ A6+ A7+ A8+ A9 + A10

1.2 + 1.5 +2.03+2.52+3.07 +3.67 +4.33 + 5.04 + 5.8 + 6.62
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CATEGORIAS PM3-SA2 ACT08 ACTIVIDAD DE REFORZAMIENTO

Instrucciones: Realizar los siguientes ejercicios
propuestos en equipo de 5 integrantes,
utilizando el método de rectangulos inscritos.

C2 Procesos de intuicidon y razonamiento

e Determina el drea bajo la curva de la funcién y = (3x + 1)? en el intervalo [-1, 2] con 6
rectdngulos.

e Determinar el 4rea bajo la curva de la funcién y = 2x% + 3 en el intervalo [0, 2] con 8
rectangulos.
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Ando” y revisa el problema de contexto de la sesion 18

Situacion de Aprendizaje 2

(Para abordar en la sesién nimero 28)

Estrategia
Didactica:

Presentacion (fisica/digital)

Titulo:

Maximando Ando

Contexto:

El Programa Institucional Hacia la Sostenibilidad (PIHASO) del Colegio de Bachilleres de
Tabasco (COBATAB) es una iniciativa que busca fomentar en la comunidad educativa del
subsistema, mediante la puesta en marcha de un programa de sostenibilidad, una cultura
de responsabilidad personal que contribuya a preservar los recursos naturales, los bienes
econdmicos y los activos sociales, para el bienestar actual y de las futuras generaciones.
En el cumplimiento de este objetivo, y alineados desde el afio 2020 el Voluntariado del
COBATAB lleva a cabo el programa: “Por mi, Por ti, Sembrando con Amor” cuya finalidad
de implementacién en los Centros Educativos del subsistema es valorar el papel de la
familia y de los padres como educadores y ejemplos de vida; asi como, promover vinculos
familiares a través de la participacion y establecimiento de huertos que den
sustentabilidad al hogar, a los centros educativos y al entorno. El 25 de septiembre de
2015, los lideres mundiales adoptaron un conjunto de objetivos globales para erradicar la
pobreza, proteger el planeta y asegurar la prosperidad para todos como parte de una
nueva agenda de desarrollo sostenible (agenda 2030).

Para alcanzar estas metas TODOS debemos hacer nuestra parte, aprovechar las bondades
de la tierra al mismo tiempo que cuidamos de ella. Desde primer semestre el reto para
COBATAB es el desarrollo de huertos escolares que implica trabajo en equipo, aprendizaje
para una vida sostenible, asi como, el cuidado de nuestro entorno, contemplar las
caracteristicas de nuestro suelo, el area de trabajo, tipos de cultivos y distribucion de
arboles.

Generalmente el problema es poder determinar el nimero total de arboles para obtener
la producciéon maxima. En un plantel del COBATAB se tiene un huerto que actualmente
cuenta con 20 arboles, que produce 500 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol
adicional plantado, la produccién de cada arbol disminuye en 10 frutos.

Conflicto
cognitivo:

a) éCual debe ser el numero total de arboles que debe tener el huerto para
que la produccion sea maxima?

b) éCual serd esa produccion?

c) Expresa de la forma mas apropiada y entendible los resultados para su

socializacion en grupo.
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CUESTIONARIO TIPO PLANEA SA 2

PM3_SA1-EPO1

Indicaciones Lee cuidadosamente cada reactivo e individualmente elige la opcion de
respuesta correcta

2. Es el limite de la razén del incremento deh
funcion al incremento de la variable
independiente cuando éste tiende a cero.

( Dada la funcién f(x) = 4x3 — 5x, su derivada

sera:
d
a) ZL=7x3 -5

ax a) Derivada
dy b) Limite
b) o = 12x° -8 c) Indeterminacién
d) Asintota
o Z=12x2 -5
dx
d Z=12x-5
dx

3. Es la velocidad promedio en un instante

especifico de tiempo o en un intervalo de
tiempo infinitesimalmente pequefio, es decir, el
limite tiende a cero sin llegar a serlo.

a) Variacion en la velocidad.

b) Razén de cambio promedio.

c) Velocidad media.

d) Razdén de cambio instantanea.

4, Dada la funcién real f(x) = 3x?,

reemplaza la expresion algebraica en la

definicidn de Razén de Cambio

Instantanea: Lim Dy — limM

Ax—-0Dx  h-0 h
. D
a) Lim =2 = 6x
Ax—0 Dx
. Dy
b) Lim—=2x
Dx—0 Dx
. Dy
c) Lim—=5x
Dx—0 Dx
. D
d) Lim =Y = 4x
Dx—0 Dx

El punto critico de la funcién  f(x) = x% —
4x — 2 es:

a) (6,-2)
b) (2,6)
c) (2,-6)
d) (-2,6)

Determina el numero de puntos criticos de la
siguiente grafica

a) O 7 a3
b) 1 \ /
) 2 A /
d 3 ]
LN L
\/

El costo total, en pesos para producir x metros
de cierta tela es: C (x) = 40000 + 20x +
0.1x% + 0.002x3. éCudl es la funcién de costo
marginal?

a) C'(x) =20 + 0.2x + 0.006x?

b) C'(x) = 30000 + 0.2x + 0.006x2
c) C'(x) =20+ 2x + 0.006x?

d) C'(x) = 2 + 0.2x + 0.006x?

Cuales es la longitud de un campo rectangular
o cuadrangular de 3 600 m2 de superficie, para
poderlo cercar con el minimo de material.

a) 8 m
b) 75m
c) 95m
d) 60m

/
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2 %3 H .
ﬁ El ;e)sul;asdo de 5°* 5% esigual a: 10. Elresultado de log,(16 - 64) esigual a: \
b) 125 a) 2
¢) 3125 b) 3
d) 15625 c) 4
d) 5

11. Identifica la funcidn trigonométrica que tiene la
siguiente propiedad: tiene un punto de partida
en 1 (0/m 6 0°)y baja hasta —1(m 6 180°).

a) Funcion Cotangente.
b) Funcion Secante.

c) Funcidn Seno.

d) Funcidn coseno.

12. Hallar m sabiendo que (mw/6; m+ 1)
pertenece a la grafica de la funcidn sen
dado que él £abc = 60°y 4 bca = 30°

a) 1.

b) 5. b

c -1/2. 2
d) -2. !

a V3 c

13. En una ecuacién, que representa la posicion de
un objeto con respecto al tiempo, la primera
derivada representa:

a) La posicion del objeto
b) La velocidad

c) Laaceleracion

d) Larapidez

14. En una ecuacién, que representa la posicidon de
un objeto con respecto al tiempo, la segunda
derivada representa:

a) La posicion del objeto
b) Lavelocidad

c) Laaceleracion

d) Larapidez

15. Se define como el area bajo la curva
a) Derivada.

16. Cual las de las siguientes formulas representa
la base de los rectangulos para el calculo del

b) Integral. area bajo la curva.
i6 . -b
y Fur'faon.. a) base del rectangulo = =
d) Polinomio. n
b) base del rectangulo = ?
c) base del rectangulo = b;a
d) base del rectangulo = b;a
229
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PM3-SA2-MAO02 Mapa de aprendizaje para evaluar las progresiones de la SA 2
8,9, 10, 11,
Pensamiento Matematico Il Progresiones 12,13, 14,
15

Situacion de aprendizaje 1: “Y ¢Cuando voy a usar esto?”
Mapa de aprendizaje
1. Necesito ayuda 2. Puedo hacerlo solo 3: Puedo ayudar a otros

Progresion de Aprendizaje Que debo hacer para mejorar:

Encuentro de manera heuristica algunas reglas de derivacién
como la regla de la suma, la regla del producto, la regla del
cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos
ejemplos

Selecciono una problematica en la que el cambio sea un
factor fundamental en su estudio para aplicar el concepto de
la derivada como razén de cambio instantdnea

Explico y socializo el papel de la derivada para analizar una
funcion (donde crece/decrece, maximo/minimos locales,
concavidades) y trazo su grafica

Resuelvo problemas de su entorno o de otras areas del
conocimiento empleando funciones y aplicando la derivada
(ejemplo: problemas de optimizacién), organizo su
procedimiento y lo someto a debate

Examino la grafica de funciones logaritmicas con diferentes
bases y las graficas de las funciones exponenciales para
describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de
que la funcién exponencial y logaritmica de base “a” sean
funciones inversas entre si

Analizo y describo un fendmeno en el que la periodicidad
sea un constituyente fundamental a través del estudio de
propiedades basicas funciones trigonométricas

Selecciono una problemadtica, situacidon o fenémeno tanto
real como ficticio para modelarlo utilizando funciones deriva
Considero y reviso algunas ideas subyacentes al teorema
fundamental del célculo

Nombre y Firma del estudiante: Firma del Facilitador
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HIMNO COLEGIO

Oh Colegio de bachilleres impetuosa y querida
institucion casa fiel del conocimiento
hoy te canto este himno con amor,
eres rayo de esperanza del mafiana
eres la voz de la verdad

Oh colegio de bachilleres eres
luz en medio de la oscuridad

//Colegio de bachilleres conducta
& clara y firme decision
Colegio de bachilleres tu mision

c.DBAcl,,’
O

para siempre es ser mejor//

En Tabasco se ha sembrado
la semilla que un dia germinara,
el impulso de la vida modernista
en progreso de toda la sociedad,

es tu memorable historia gran
orgullo para toda la region,
educacion que genera
cambio ejemplo digno
en cada generacion.
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PORRA INSTITUCIONAL

iSomos!
iSomosl!

Jovenes Bachilleres
lévenes Bachilleres

Con Valor y Lealtad

De Norte a Sur
De Este a Oeste

Somos lideres Bachilleres del Sureste
Cobatab Unido, Cobatab Fortalecido

Este encuentro lo gano por que lo gano
Como dijo el peje me canso ganso

iSomosl!
iSomos!

Jévenes Bachilleres
Jévenes Bachilleres

iSomos!
r\ iSomos!
Jévenes Bachilleres

Jovenes Bachilleres

do, Cobatab Fortalecido
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COBACHITO /

Colegio De Bachilleres, Mientras la orquesta se escucha
Estd de fiesta sefiores Y la porra se emociona

Pues todos sus estudiantes Los jovenes bachilleres

Hoy celebran con honores A una voz ovacionan.

Que ya llegé la alegria Con orgullo representan

Es hora de motivar A una gran institucion
Bailemos con algarabia Cobatab esta presente
Cobachito nos guiara. Y cobachito ya llegé.

Alla por el acahual Cobachito,...

En los rios de tabasco
Aconchado en unas ramas
O nadando sin parar

Un manati se ha ganado
El carifio de la gente
Cobachito le han llamado
Y no para de bailar.

Cobachito, con él vamos a ganar
Cobachito, eres espectacular
Cobachito, respetamos tu habitat
Cobachito, mascota del cobatab.
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4 Pensamiento Matematico Il

N\
\
e parece haber sido solo un nifo
jugando en la orilla del mar,
divirtiéndose y buscando una piedra
mas lisa o0 una concha mas bonita de lo
normal, mientras el gran océano de la
verdad yacia ante mis ojos con todo
por descubrir”

[{

Isaac Newton.

|




